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Osal

Aluksi



Luku 1

Johdanto

Téssd on kirjoituksiani matematiikasta. Kirjoitukset on suunnattu
yleisolle, joka ei ole matemaatikoita, mutta esitietoina oletetaan hy-
vin hallittu lukion pitkd matematiikka.

Olen itse suuntautunut sellaisille matematiikan aloille, joissa nu-
meroita esiintyy suhteellisen véhén. Vahvat alani ovat topologia, jo-
ka on erddnlaista geometriaa ja logiikka, jossa tutkitaan erdénlaisten
keinotekoisten kielten ilmaisuvoimaa. Tamé heijastuu myos tdmén
kirjan aihevalintoihin, numeroita kirjoituksissani nékyy suhteellisen
vahén. Olen aina ollut sitd mielté, ettd padtteleminen on hauskem-
paa kuin laskeminen, enké téssdkain kirjassa juurikaan késittele sel-
laisia matematiikan osa-alueita, joilla joutuu laskemaan.

Kirja alkaa poleemisella tekstilld, jossa esitdn oman nikemykseni
matematiikasta. Téatd seuraa artikkeleja eri matematiikan osa-
alueilta, jarjestettynéd suunnilleen helpoimmasta vaikeimpaan. En-
simméinen artikkeli on luettavissa ala-asteen tiedoilla, mutta pi-
demmiille ehtineille lupaan, etté sen jdlkeen artikkelit vaikeutuvat.
Artikkeliosion viimeinen artikkeli, ”Lukualueiden laajentamisesta”
on ensisijaisesti suunnattu yldasteen ja lukion matematiikanopetta-
jille, ja sen ymmaértadminen vaatii yliopistomatematiikan perusteiden
hallitsemista.



Lopussa on vield itseopiskelumateriaali ”Pelataan niukkaa”
jatkuvuuden késitteestd. Itseopiskelumateriaalin  pitdisi olla
ymmarretdvd lukion ensimméisen vuoden matematiikan jalkeen.
Aivan lopussa on pulmapahkingitd, jotka eivdt niinkddn vaadi
esitietoja, vaan ennemmin matemaattista ongelmanratkaisukykya.

Tekstit muutamia pulmapéhkinéitd ja tekstia ”Tulokseni
pollittiin ennen kuin olin itse keksinyt sen” lukuunottamatta on
alemmin julkaistu Matematiikkalehti Solmussa. ”Lukualueiden
laajentamisesta” on ilmestynyt vain Solmun lisimateriaaliosiossa.

Kiitokset Ville Tilvikselle kdytannon jérjestelyistd kirjan painatta-
misessa ja Salli Kulmalalle kannen suunnittelusta.



Luku 2

Vaitteitd matematiikan
opetuksesta ja
vastauksia niihin

Maallikoilla on mitd kummallisimpia ndkemyksid matematiikasta, ja
namé nikemykset heijastuvat sithen, millaisena he ndkevéit matema-
tilkan kouluopetuksen' roolin. Téssé kirjoitelmassa esitédn tillaisia
ndkemyksid viitemuodossa ja annan oman vastaukseni vaitteisiin.
Vaikka viitteiden muotoilu on minun tekeméni, kaikilla esitetyilld
véitteilla on esikuvansa todellisuudessa.

2.1 Matematiikan luonne

Viite 1 Matematiikkahan on pelkéstddn joukko sopimuksia.

Vastaus: Kaikilla tieteenaloilla on omaa erikoisterminologiaansa,
ja termien merkitykset voidaan ndhdé sopimuksina. Matematiikka ei

1Koululla tarkoitan tissi kirjoitelmassa peruskoulua ja lukiota.



ole mik#dn poikkeus, ja matemaatikkojen ammattikielessé téllaista
termin merkityksen méérittelyd kutsutaan mddaritelmdksi.

Maaritelmét itsessdédn eiviat ole matematiikassa se asian pihvi,
vaan se, ettd niistd voidaan loogisesti pédtella uusia vaittamia, joi-
ta kutsutaan teoreemotksi. Padttelyketjut ovat useissa tapauksissa
hyvinkin monipolvisia, ja se, ettd jokin teoreema on méaéritelmien
looginen seuraus, voi olla pééttelyketjua tuntemattomalle ihmiselle
(jopa matemaatikolle) hyvinkin yllattavai.

Muista tieteistéd matematiikka eroaa siten, ettd muissa tieteissé
tulokset eivit ole pelkéstddn termien merkitysmaégrittelyjen loogi-
sia seurauksia, vaan muissa tieteissé tulokset riippuvat seké termien
merkityksistéd ettd ympéaroivin todellisuuden luonteesta.

Matematiikan varsinaisesti mielenkiintoisen sisdllon voidaan-
kin katsoa muodostuvan lauseista tyyppid 7 Naistéd-ja-néisté
maéadritelmistd seuraavat ndmé-ja-ndmé teoreemat”. Téllaisten
lauseiden totuus tai epdtotuus ei sitten endé olekaan sopimuksen-
varainen asia vaan looginen vilttdmattomyys.

2.2 Matematiikka suhteessa muihin kou-
luaineisiin

Viite 2 Koulun on tarkoitus tarjota yleissivistystéd eikd keskittya
insinodrien tuotantoon talouselamén palvelukseen. Néain ollen mate-
matiikkaa ei tule painottaa.

Vastaus: Matematiikassa on osia, jotka kuuluvat yleissivistyk-
seen. Téllaista on esimerkiksi ala-asteella opittava peruslaskento,
joka jokaisen lédnsimaisen ihmisen kuuluu osata. Kirjainalgebrasta
yleissivistykseen kuuluu ainakin sen ymmértédminen, kuinka kirjain-
ten avulla voidaan esittdd yleisid, kaikkia lukuja koskevia véitteité.
Tamé on yleissivistavid, koska se esittda oppilaille uuden tavan il-
maista asioita.

Yleissivistavad materiaalia 16ytyy myos nykyisen koulukurssin
ulkopuolelta. Tarkeimpéné téllaisena asiana piddn deduktiivisen me-



todin hallintaa, jossa ldhdetdédn aksioomista, ja niistd késin todis-
tetaan, eli perustellaan aukottomasti teoreemoja. TA4mé& on yleissi-
vistavaa siksi, etta tdllaisessa ympéristossid tutustutaan sithen, mil-
laista on tieto, joka voidaan tietdd varmasti, ja joka eroaa empiiri-
sissé tieteissd saavutettavasta tiedosta, joka on epdvarmaa.

Deduktiivinen metodi, Eukleideen geometriana, on my6s kuulu-
nut klassiseen yleissivistykseen.

My6s modernimmassa matematiikassa on osia, joiden hallinta on
mielesténi yleissivistavaa. Téllaisia ovat ainakin seuraavat:

e § — ¢ -metodi, jolla jatkuvaa muutosta voidaan késitelld mate-
maattisen tdsmaéllisesti.

e Kardinaalilukujen teorian alkeita sen  verran, etté
ymmarretddn, ettd parhaiden matemaattisten teorioiden
mukaan dérettomié joukkoja on eri kokoisia.

e Lebesguen mitan teoria, joka kertoo, kuinka omituisen malli-
siin joukkoihin késitteitd ”pituus”, ”pinta-ala” ja ”tilavuus”
voidaan mielekké#sti soveltaa.

e Sen ymmértdminen, mitd Godelin epéatiydellisyyslauseet sa-
novat. Taméi kertoo matemaattisen metodin rajat. Liséksi
namé lauseet osoittavat, ettd totuus transsendenttina omi-
naisuutena on erotettava todistuvuudesta inhimillisesti saa-
vutettavissa olevana ominaisuutena. Monissa maallikoiden
kédymissa filosofisissa keskusteluissa olen huomannut, etté ih-
misilld on mitd kummallisimpia harhaluuloja koskien Godelin
epatiydellisyyslauseita.

Y14 olen esimerkinomaisesti luetellut matematiikan osia, jotka
ovat yleissivistavid. Luetteloa ei ole tarkoitettu kattavaksi; yleissi-
vistdvad materiaalia 16ytyy varmasti lisddkin. Néin ollen kouluope-
tuksen muuttaminen yleissivistavammaksi ei tarkoita matematiikan
osalta sitd, ettd sen méidrda viahennettiisiin, vaan ennemmin sité,



ettéd painopistetté siirretdin matematiikan sisilld insinoorien tarvit-
semasta ”vilinematematiikasta” kohti késitteellisesti mielenkiintois-
ta matematiikkaa.

Viite 3 Matematiikka ja kovat luonnontieteet edustavat kovia ar-
voja. Kouluopetuksen on sitd vastoin painotettava pehmeité arvoja.

Vastaus: Ensinnékin tekisi mieli muistuttaa Humen giljotiinista.
Matematiikka ja luonnontieteet tuottavat tietoa siitd, kuinka asiat
ovat, eivitkd ne suoranaisesti kerro siitd, kuinka asioiden pitéisi olla.
Niin ollen ne ovat neutraaleja arvokeskustelussa.

Kovia arvoja edustaakin ndhdékseni 1ahinné rahan ja yleisemmin
talouden roolin painottaminen péitoksenteossa, eikd matematiikka
sindlladn sano juuta eiké jaata koskien sitéd, pitéisikd néitéd asioita
painottaa.

Taloustieteen teorioissa toki sovelletaan matematiikkaa, ja jotta
ihminen voisi uskottavasti argumentoida kovia taloudellisia arvoja
kannattavia ihmisia vastaan, hdnen tdytyy hallita talouden lainalai-
suudet, ja néin ollen myts matematiikkaa. N&din matematiikka on,
hiukan kiertotietéd, hyodyllistd myos ihmiselle, joka haluaa edesaut-
taa pehmeiden arvojen toteutumista.

Viite 4 Koulun on opetettava kriittistd ajattelua, ja sitd tukevat
parhaiten humanistiset aineet, ei matematiikka.

Vastaus: Ensinndkin kouluopetuksessa on sellainen ongelma, etté
tieteiden metodologiaan ei yleensa pédsté, mika rajoittaa kriittisen
ajattelun opettamista ylipaétéinsd, koska oppilaat eivit néde, millai-
sia ovat ne ajattelutavat, joita tiedon kerddmisessé kaytetddn. Myos
humanistisissa aineissa ”kriittinen ajattelu” ja& koulussa usein mie-
lipiteiden ilmaisemisen tasolle.

Matemaattinen metodi, deduktiivinen pééttely, on periaattees-
sa opetettavissa jo lukiotasolla (katso vastaus Viitteeseen 2). Tama
edesauttaa kriittisen ajattelun valmiuksia, koska oppilaat tutustu-
vat padttelyketjuihin, jotka ovat tiukasti totuuden sailyttavia. TAméa
auttaa hahmottamaan hyvéan ja huonon péa#ttelyn eroa.



On tietysti totta, ettd kriittinen ajattelu on paljon muutakin
kuin deduktiivista paittelyd, mutta viitdn, ettd humanististen tie-
teiden summittaisella painottamisella matematiikkaan verrattuna
tavoitetta ei saavuteta. Erds mahdollisuus kriittisen ajattelun opet-
tamiseen olisi matemaattisen deduktion opettaminen, ja sen liséksi
véittelytaidon kurssi, jolla keskityttéisiin argumentaatiovirheiden
karsimiseen. Argumentaatiovirheet kun ovat yleensi seurausta aja-
tusvirheisté.

2.3 Matemaattisista ajatusprosesseista

Viite 5 Koulun tulee opettaa luovuutta, ja koska matematiikka ei
ole luovaa, sité ei tule painottaa.

Vastaus: Koulumatematiikassa hinkataan hyvin paljon mekaani-
sia laskutehtavid, mika tosiaan ei ole luovaa. Yliopistomatematiikas-
sa tilanne on toinen. Sielld torm#tain ongelmiin, jotka toteuttavat
molemmat seuraavista ehdoista:

1. Ongelman ratkaisun oikeellisuuden tarkastaminen on mekaa-
ninen toimenpide.

2. Ongelman ratkaisun loytdmiseen ei ole mekaanista mene-
telmaa.

Téllaisissa olosuhteissa tormétddn aivan omanlaiseensa luovuu-
den lajiin. Kohdan (2) takia luovuutta tosiaan tarvitaan: Valmiin
ratkaisukonseptin mekaaninen soveltaminen ei ole mahdollista. Koh-
dan (1) takia kenenkéin ei ole mahdollista tarjota epikelpoa ratkai-
sua ja vaittdd, ettd sen hyvyys on mielipidekysymys.

Téllainen luovuus eroaa jonkun verran siitd luovuudesta, jota
esimerkiksi kuvataiteilija kidyttad, koska esimerkiksi tehtdvanannon
”luova tulkitseminen” ei ole sallittua. Toisaalta téllainen luovuus
tulee ldhelle runoilijan luovuutta silloin kun runoilija kirjoittaa ru-
noa johonkin mittaan: Mitta asettaa reunaehdot runon rytmille ja
loppusoinnuille samaan tapaan kuin matematiikan oikeellisuuden

10



sdannot asettavat reunaehdot matemattisen tehtdvén ratkaisulle.
N#hddkseni mittaan kirjoittava runoilija tarvitsee vapaaseen mit-
taan kirjoittavaan verrattuna huomattavasti enemmén luovuutta,
koska hénen on 16ydettiva sanat, jotka sekd sopivat mittaan ettd
valittavat sen, mitd hén haluaa sanoa.

Uskoisin, ettd eldvissid elaméssd tarvitsemme enemmén mate-
maatikon luovuutta kuin kuvataiteilijan luovuutta, koska todellisuus
asettaa selkeitd rajoja ratkaisujen hyvyydelle.

Nain ollen olenkin vahvasti sitd mieltd, ettd matematiikan kou-
luopetukseen olisi tuotava mahdollisuuksien mukaan tehtavia, jot-
ka toteuttavat ehdot (1) ja (2). Erds tehtévétyyppi, jossa tdhdn
tdrmétéadn ilman, ettd vaaditaan syvillistd matematiikan teorioiden
tuntemusta, ovat tehtévit, joissa etsitdén voittostrategioita yksin-
kertaisiin peleihin.

Viite 6 Matemaatikot pelkdstdidn tuijottavat kaavoihinsa. Ha-
luamme, ettd koulussa ihmisille opetetaan laaja-alaisempaa
ymmaérryskykya.

Vastaus: Kuten edelld on tullut ilmi, matematiikka on pédattelya
ja ongelmanratkaisua, ja kaavat ovat vain kieli matemaattisten asioi-
den esittdmiseen. Itse asiassa matemaattisessa tekstissé yleensa vaih-
dellaan luonnollisen kielen ja kaavojen vililla aina sen mukaan, kum-
malla on esitettivé asia helpompi ilmaista.

Matemaattisen ymmaérryskyvyn omaavat ihmiset yleensid myos
ymmartavit, mistd kaavat tulevat, miké on ainoa tapa hahmottaa
jonkun kaavan sovellusalueen rajat tai kysymys kaavan patevyydesta
ylipadtansa. Kritiikiton kaavan soveltaminen on yleenséd merkki ma-
temaattisen ymmaérryskyvyn puutteesta, ja eriis matematiikan opet-
tamisen syistd onkin antaa ihmisille ymmérrys, jolla punnita kaavoja
tai matematiikkaan pohjaavia véitteitd ylipddtansa.
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2.4 Matematiikan kiytidnnon hyoty

Viite 7 Koulujen matematiikan opetuksessa on siirryttdvd sovel-
taviin tehtéviin.

Vastaus: Tésséd sana "soveltava”’ on aika monitulkintainen. En-
sinnékin silld voidaan tarkoittaa sovelluksia kédytdnnon eldméan.
Toisekseen silld voidaan tarkoittaa esitetyn matemaattisen teorian
soveltamista uusiin matemaattisiin ongelmiin, joilla ei valttamatta
ole yhteyttd kdytannon elamésn.

Mielesténi kdytantoon soveltaminen ei saa olla oppisiséltGjen va-
linnassa itseisarvo. Térkedd on se, ettd oppilaat oppivat matemaat-
tista teorianmuodostusta sekéd luovaa matemaattista ongelmanrat-
kaisukykyé, eli yhteenvetona matemaattista ajattelua. Kaytantoon
soveltavia ongelmia kannattaa esittda vain sikéli, kun se palvelee tatéa
tarkoitusta. Erityisesti sellaisia soveltavia tehtdvid on véltettava,
joissa tehd&ddn vain mekaaninen, suoraviivainen sovellutus esitetysta
teoriasta.

Soveltaminen uusiin matemaattisiin ongelmiin on selkedmmin
kannatettavaa. Téllaiset tehtdviat ovat hyvin usein niité, joissa so-
vellus ei ole suoraviivainen, vaan vaatii kekselidisyytté, eli yleensd
toteuttaa Viitteen 5 vastauksessa mainitut pykéldt (1) ja (2).

Viite 8 Matematiikan opettaminen koulussa on turhaa. En ole
eldessdni tarvinnut derivaattaa mihinkaén.

Vastaus: Ensinndkin on kohtuutonta yleistdd derivaatan tar-
peettomuus koko matematiikan tarpeettomuudeksi. Esimerkiksi ala-
asteella opetettavia peruslaskutoimituksia jokainen tarvitsee ar-
kipdivéiisessd elaméssaén.

Liséksi differentiaali- ja integraalilaskenta, johon derivaattakin
kuuluu, on vilttaméatontd luonnontieteisiin ja tekniikkaan jatko-
opinnoissa suuntautuville oppilaille, ja koulun on annettava val-
miudet my6s heille. Téssé merkittdva on lukion matematiikan jako
pitkédén ja lyhyeen matematiikkaan. Ne jotka aikovat jatkossa suun-
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tautua luonnontieteisiin ja tekniikkaan, voivat lukiossa valita pitkén
matematiikan.

Kuitenkin suuri osa koulussa opetettavasta asiasta muissakin ai-
neissa on sellaista, jota ei jatkossa konkreettisesti tarvita, mutta
jonka hallitsemisen katsotaan olevan arvokasta yleissivistystd. Siité,
mik#d osa matematiikasta on mielestdni téllaista, olen kirjoittanut
Viitteen 2 vastauksessa.

On totta, ettd en katso derivaatan kuuluvan matemaattiseen pe-
rusyleissivistykseen. Sitd vastoin differentiaali- ja integraalilaskentaa
tarvitaan hyvinkin yksinkertaisen fysiikan ymmértamisessi. Esimer-
kiksi nopeus on kuljetun matkan derivaatta ajan suhteen. Mielestéini
tietty méadrd fysiikkaa, ympérdivin todellisuuden perimméisten lai-
nalaisuuksien tutkimisena, kuuluu yleissivistykseen jos mikéa. Néin
derivaattakin kuuluu yleissivistykseen, ei osana matemaattista yleis-
sivistystd vaan osana fysikaalista yleissivistysté.

2.5 Liite: Aksioomien ja méaéiritelmien
suhteesta

Kysymyksen 1 vastauksessa puhun siitd, ettd teoreemat seuraavat
maéaritelmistd. Koska joillekin koelukijoilleni herdsi kysymys, eiko
aksioomia tarvita mydos, selvennédn tédssi liitteessd kantaani.

Téssd kannattaa huomata aksiooman roolin muuttumi-
nen antiikista nykyaikaan. Aiemmin aksioomia pidettiin it-
sestddnselvyyksind, jotka eivét tarvinneet perustelua, ja joita siksi
voitiin pitdd padttelyn ldhtokohtana.

Nykyisin aksioomiin ei liity tuollaista itsestdénselvyyden vaati-
musta, ja ne esiintyvét osana mééritelmis. Esimerkiksi topologinen
avaruus méaaritelladn miksi tahansa systeemiksi, joka toteuttaa topo-
logisen avaruuden aksioomat. Ryhmé&t méiritellddn samalla tavoin
aksiomaattisesti. Itse yleistéisin vield téstd, ja pitdisin esimerkik-
si 2. kertaluvun Peanon aksioomia luonnollisten lukujen systeemin
méaritelménd: Méarittelen luonnollisten lukujen systeemin siksi iso-
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morfiaa vaille yksikésitteiseksi systeemiksi, joka toteuttaa 2. kerta-
luvun Peanon aksioomat. Reaaliluvut méérittelen vastaavasti.

Téalla lahestymistavalla tarvitsemme matematiikan
ldhtokohdaksi kolme asiaa:

1. Mé&aritelmat
2. Padttelysadnnot
3. Matemaattisen konstruoimisen saannot

Kohdan 1 vastauksessa tarkoitukseni oli kdyttdd sanaa ”loogi-
nen” 19yhéssi mielessd niin, ettd se kattaa pykilit (2) ja (3). Jos
ollaan tarkkoja, ylldoleva lista tarkentuu muotoon

1. Mé&aritelméat
2. 1. kertaluvun predikaattilogiikka

3. ZFC-joukko-opin aksioomat

Niin ZFC-joukko-opin aksioomat (tai, jos niin halutaan, joku
niiden vahvennus, jossa voidaan puhua myos aidoista luokista) ovat
ainoa aksioomien muoto, jotka ovat aksioomia vanhassa, antiikin-
aikaisessa mielessd. Puolustan kuitenkin niiden sisillyttdmista ”lo-
giikkaan” vastauksessani silld, ettd suuri osa matemaatikoista ei
edes tunne kyseisid aksioomia perusteellisesti, vaan suorittavat ma-
temaattiset konstruktiot itsestdénselviné pitdméllddan tavalla, joka
yhtyy ZFC:ssi sallittuihin operaatioihin.
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Osa II

Artikkelit
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Luku 3

Kenestia ” Entten
tentten” -loru

kannattaa aloittaa:
Opas pihapiirin
huijarille

3.1 Johdanto

"Entten tentten” -lorulla voidaan valita esimerkiksi leikin alotta-
ja tai se, kuka on ensimméisenéd hippa. Lorua luettaessa leikkijét
seisovat ringissid. Joku leikkijoistd osoittaa kutakin ringissidseisojaa
vuorollaan ja sanoo aina osoittaessaan yhden lorun sanan. Valittu
leikkija on se, jota osoitettaessa sanotaan lorun viimeinen sana.
Kehen viimeinen sana sitten osuu? Vastaus riippuu tietysti siité,
kenestéd lorun lukeminen on aloitettu. Yhteys ndiden kahden seikan
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vélilld on kuitenkin hiukan monimutkainen. Ennen lorun lukemista
leikkijét eivéit yleensi tieddkain, kuka tulee valituksi. Téssé oppaas-
sa selitdmme tavan, jolla se voidaan laskea.

3.2 Lasketaan sanojen méaéra.
Lasketaan ensin entten tentten -lorun sanojen lukuméaré.

Entten tentten teelika mentten hissun
kissun vaapula vissun eelin keelin
klot viipula vaapula vot eskon

saun pium paum nyt ma

lahden tastd pelistd pois.

Lorun neljélla ensimmaisella rivilla on viisi sanaa kullakin, ja
viimeiselld nelja. Sanoja on siis yhteensi 4 x 5 + 4 = 24.

Jotkut kdyttdvit muita loruja kuin ” Entten tentten” -lorua. Jot-
kut kiyttévit esimerkiksi ” Maalari maalasi”-lorua. Jos kéytét eri lo-
rua kuin miné, voit kuitenkin toimia kuten seuraavissa luvuissa neu-
votaan. Sinun tdytyy vain korvata ”Entten tentten”-lorun sanojen
madrd oman lorusi sanojen méaaralla. Liitteessd on esitetty joidenkin
tunnettujen lorujen sanamééaria.

3.3 Kuinka monta kierrosta tehdaian?

”Entten tentten” -lorussa on paljon sanoja. Lorua luettaessa leik-
kijoiden osoittaminen kulkee monta kertaa ringin ympéri. Pohditaan
seuraavaksi, kuinka monta kierrosta tehdain. Téman kysymyk-
sen pohtiminen auttaa hahmottamaan tilanteen, vaikka olemmekin
kiinnostuneet siitéd, kuka valitaan.

Tutkitaan tilannetta, jossa leikkijoitd on yhdeksin. Aina kun
tehddan tédysi kierros, sanotaan yhdeksdn sanaa. Nain kierrosten
madran ratkaisee kysymys: Kuinka monta yhdeksdn sanan rimpsua
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24 sanaan mahtuu? Lopputulos saadaan tietysti jakolaskulla:
24: 9 = 2, ji 6.

Siis tédysia kierroksia on kaksi, ja jéljelle jaa kuusi sanaa.
Jos leikkijoité olisi esimerkiksi seitsemén, kierrosten mééré saa-
taisiin jakolaskulla
24:7 =3, jdi 3.

eli taysia kierroksia tehtéisiin kolme, ja jaljelle jdisi kolme sanaa.

3.4 Kuka valitaan?

Jatkossa oletamme, ettid osoittaminen tehdddn myotdpaivain. Siis
niin, etté leikkijan osoittamisen jélkeen osoitetaan seuraavaksi hinen
vasemmalla puolellan olevaa. Jos teette osoittamisen vastapdivéin,
sinun taytyy vaihtaa joka kohdassa vasen ja oikea kesken&in.

Lorun lukeminen aloitetan jostain leikkijésté, jota kutsun aloi-
tusleikkijiksi. Aina kun on tehddén tdysi kierros, kierroksen viimei-
send osoitetaan aloitusleikkijan oikealla puolella seisovaa leikkijaa.
Uusi kierros aloitetaan taas aloitusleikkijasta.

Palataan taas siihen tilanteeseen, jossa sanoja on 24 ja leikkijoita
9. Kuten edellisessé luvussa laskimme, téysia kierroksia tehdéén kak-
si. Kahden tdyden kierroksen viimeisené osoitetaan aloituslekkijan
oikealla puolella seisovaa.

Kuten edellisessé luvussa laskimme, sanoja jaa yli kuusi. Noista
kuudesta ylijadvastd sanasta ensimmaéiselld osoitetaan aloitusleik-
kijaa. Viidella muulla ylijaavalla sanalla osoitetan viittéd aloitusleik-
kijan vasemmalla puolella seisovaa. Valittu leikkija on siis aloi-
tusleikkijistd viides vasemmalle.

3.5 Muut lorut ja leikkijoiden méaarat

Nyt tiedddme, kuka valitaan, kun lorussa on sanoja 24 ja leikkijoitéa
yvhdeksén. Enté, jos lorussa on joku muu mééird sanoja ja leikkijoité
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on joku muu mé#dra? Vastaus saadaan aivan samalla menetelmé&lla
kuin edellisessé luvussa. Vain lukuarvot tdytyy korvata sopivilla.

Menetelmé, jota kdytimme edelld ja joka toimii myds muissa ta-
pauksissa, on seuraava:

Laske lorun sanojen lukuméira. Laskeminen on helpompaa,
kun lorun kirjoittaa paperille.

Jaa lorun sanojen lukumaéra leikkijoiden lukuméaralla ja ota
jakojaannos.

Jos jakojadnnds on vihintddn 2, vdhenni siitd 1. Ero-
tus kertoo, kuinka mones aloitusleikkijastd vasemmalle vali-
taan. (Syy yhden vihentimiseen on seuraava: Ensimméiselld
jéaljelle jaavalla sanalla osoitetaan aloitusleikkijad. Muilla
jaljellejaavilla sanoilla osoitetaan hinen vasemmalla puolellaan
olevia.)

Jos jakojaidnnds on 1, tdysien kierrosten jalkeen jéljelle jaa
yksi sana. Silld osoitetaan aloitusleikkijai. Téssd tapauksessa
siis valitan aloitusleikkija.

Jos jakojddnnos on 0 eli jako menee tasan, tehddin vain
taysid kierroksia, eiké sanoja jaid yli. Téassd tapauksessa vali-
taan kierroksen viimeinen leikkijé, eli aloitusleikkijén oikealla
puolella seisova.

Voit itse soveltaa menetelm&d muihin loruihin ja leikkijéiden
maariin.

3.6 Kuinka saat itsesi valituksi?

Jos pédset lukemaan lorua, saat yleensd valita, kenestéd lorun luke-
minen aloitetaan, eli kuka on aloitusleikkiji. Valitsemalla aloitus-
leikkijéan sopivasti saat itsesi valituksi. Edellisen luvun ohje muutuu
silloin muotoon
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Jaa lorun sanojen lukumaéra leikkijoiden lukuméarilla ja ota
jakojaannos.

e Jos jakojainnds on vihintddn 2, vihennd ja-
kojaannoksestd 1. Erotus kertoo, kuinka mones itsestési
oikealle on se, josta loru kannattaa aloittaa.

Jos jakojaidnnds on 1, aloita itsestési.

Jos jakojdannos on 0 eli jako menee tasan, aloita vasem-
malla puolellasi olevasta.

Jos lasket jonkun lorun sanojen lukuméérén, se kannattaa pan-
na muistiin. Siitd voi laskea oikean aloituskohdan eri leikkijoiden
lukumaéérille.

Joskus lorulla ratkaistan joku ikédvé velvollisuus. Jos aloitat jos-
tain muusta kuin yll& on neuvottu, voit varmistaa, ettet itse tule
valituksi.

3.7 Tehtavia

Tehtavissd kiytetyt lorut 10ydét liitteesté.

Jos et tiedd vastaukseksi saatavan leikkijdn nimeé, ilmoita vas-
taus tyyliin "Kolmas Leevistd vasemmalle” tai ”Riitan oikealla puo-
lella seisova”.

1. Leikkijoita on viisi, ja he ratkaisevat ” Maalari maalasi taloa”
-lorulla, kuka on ensikisi hippa. Aloitusleikkijé on Lasse. Kuka
valitaan?

2. Keinupolttiksen ensimmaéinen polttaja valitaan ” Elli keitti vel-
lii” -lorulla. Leikkijoita on kolme. Aloitusleikkija on Maija. Ku-
ka valitaan?

3. Seiniksen aloittaja valitaan ”Entten tentten” -lorulla. Leik-
kijoitd on viisi. Pekka pédsee lukemaan lorua. Kenestd hénen

20



kannattaa aloittaa lorun lukeminen, ettd hén péésisi aloitta-
maan seiniksen?

. Leikkij6itéa on 4, ja he valitsevat ”Entten tentten” -lorulla, ku-
ka on kirkonrotassa ensimméinen pestiavé. Liisa lukee lorun,
mutta hén on hiukan huolimaton, ja hén osoittaa sanoilla ”nyt
mé&” vain yhté leikkijéé. Liisa itse on aloitusleikkija. Kuka va-
litaan?

. Piilosleikin ensimméinen etsijd valitaan ”Auto ajoi kilpara-
taa” -lorulla (11 sanaa). Valinta osuu Minttuun. Jos oltaisiin-
kin kiytetty ” Auto ajoi kilpa rataa” -lorua (13 sanaa), kuinka
mones Mintusta vasemmalle oltaisiin valittu?

. Purkkiksen ensimméinen etsiji valitaan ”Maalari maalasi” -
lorulla. Leikkijoitd on 7. Kaisa pédsee lukemaan lorua. Kos-
ka Eeva on kiusannut Kaisaa, Kaisa tahtoo Eevan jadvan en-
simmaéiseksi etsijiksi. Kenestd Kaisan kannattaa aloittaa loru?

. Seitseméstéd leikkijésta valitaan leikin aloittaja. Ville on aloi-
tusleikkijéstéd toinen vasemmalle. Kuinka monta sanaa lorus-
sa pitdd olla, ettd Ville tulisi valituksi? (Yritd loytdd kaikki
tallaiset sanaméérét, jotka ovat korkeintaan 40 sanaa.)

. Leikin aloittaja valitaan ” Entten tentten” -lorulla. Mitka kaik-
ki leikkijoiden lukuméérat ovat sellaisia, etté aloitusleikkijan
oikealla puolella oleva tulee valituksi?

3.8 Tehtavien ratkaisut

Ali lue ratkaisuja ennenkuin olet itse yrittinyt ratkaista
tehtavit.

(1) 16 : 5 = 3, jaa 1. Valittu leikkijd on siis Lasse.
(2) 17 : 3 = 5, jad 2. Valittu leikkijd on siis Maijan vasemmalla

puolella oleva.
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(3) 24 : 5 = 4, jid 4. Kannattaa siis aloittaa Pekasta katsoen
kolmannesta oikealle.

(4) Leikkijoiden osoituksia tulee yhteensd 24 — 1 = 23. Nyt 23 :
4 =5, jaa 3. Valittu leikkijé on siis Liisasta toinen vasemmalle.

(5) Koska jialkimmiisessi lorussa on kaksi sanaa enemmén, ol-
taisiin valittu toinen Mintusta vasemmalle.

(6) 16 : 7 = 2, jid 2. Sovelletaan lukua ”Kuinka saat itsesi vali-
tuksi” niin, etté itsen paikalla on Eeva. Kaisan kannattaa siis aloittaa
Eevan oikealla puolella olevasta.

(7) Téysien kierroksien jilkeen jéljelle pitdé jadd4d kolme sanaa.
Koska téysi kierros on seitsemén sanaa, mahdolliset lorujen sanalu-
vut ovat O X 7+3=3,1x74+3=10,2x74+3=17,3 x 743 = 24,
4x7+3=31jabxT7+3=238.(6x7+3=45> 40, joten titi
suuremmilla sanamé&arilld menndén yli tehtédvéssd annetun 40 sanan
rajoituksen.)

(8) On siis ratkaistava, milld leikkijéiden mé&éarilla jako

24 : leikkijoiden méara

menee tasan. Namé leikkijoiden méarat ovat 2,3,4,6,8,12 ja 24.

3.9 Liite

Kunkin lorun sanamééré on ilmoitettu lorun jilkeen.

Entten tentten teelika mentten hissun
kissun vaapula vissun eelin keelin
klot viipula vaapula vot eskon

saun pium paum nyt mad

lihden tdstd pelistd pois. (24 sanaa)

Auto ajoi kilparataa mittari naytti
kahtasataa. Yksi pyord putosi pelistd
pois. (11 sanaa)
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Auto ajoi kilpa rataa mittari
ndytti kahta sataa. Yksi pyord
putosi pelistd pois. (13 sanaa)

Maalari maalasi taloa sinistd ja
punaista. Illan tullen sanoi hdn:
Nyt md ldhden tdstd pelistd
pois. (16 sanaa)

Piikerin paakerin piirun paarun, jannen
jadpykkd ndadrdn ndapykkd, sinipdd punapdd
surin mirin, juputin puputin puksis

pois. (16 sanaa)

Elli keitti vellii, antoi Matin
maistaa. Matti kaatoi lattialle, Maija
pyyhki pois. Puh, pah, tdstd

pelisti pois. (17 sanaa)
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Luku 4

Suklaa, kauneus ja
matematiikka

Ratkaisun loytdminen matemaattiseen probleemaan ei ole usein-
kaan helppoa. Téssé tekstissd kuvailen ajatusprosessin, jonka jou-
duin kayméén lapi saadakseni ratkaistua Tommi Sottisen minulle
esittdmén kysymyksen.

Oletetaan, ettd meilld on k x £ = n palan suklaalevy, joka pitiisi
pilkkoa yhden palan kokoisiksi osiksi. Kédytdmme seuraavaa mene-
telméé:

Katkaisemme levyn palojen vilistd (suoraviivaista) jakoviivaa
pitkin, ja saamme kaksi osaa. Sen jélkeen valitsemme jonkun osan, ja
katkaisemme sen palojen vélista jakoviivaa pitkin. Toistamme taté
osan valitsemista ja sen halkaisemista, kunnes suklaa on tédysin pil-
kottu.

Ylliesitetty pilkkomissysteemi jattéaé kuitenkin pilkkojalle valin-
nanvaraa. Hén voi esimerkiksi aloittaa halkaisemalla levyn joko pit-
kittdis- tai poikittaissuunnassa. Han voi myos halkaista levyn kes-
keltd tai katkaista pelkédstdan yhden rivin levyn péasta. Pilkkoja
on laiska, ja niinpa hén haluaisi saada levyn yhden palan kokoisiin
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osiin mahdollisimman v&hé&lla tyolld. Kuinkahan hénen kannattaisi
kéyttad pilkkomissysteemin jattdmé valinnanvara?

Kysymys: Kuinka pilkkomiskohdat kannattaisi valita,
ettd suklaalevy saataisiin yhden palan kokoisiksi osik-
si mahdollisimman vé&hilld pilkkomisilla? Kuinka monta
pilkkomista tilldin tarvitaan?

Tietokoneohjelmoinnin matemaattisessa tarkastelussa
torméatadn  usein ylldesitetyn kysymyksen kaltaisiin problee-
moihin. Tietokone pitdisi saada ratkaisemaan haluttu ongelma
mahdollisimman v&hilld laskenta-askeleilla, ja usein kiy niin, ettéd
ensiksi mieleen tuleva tapa ei ole nopein mahdollinen.

Tarkastellaan esimerkiksi listaa, jossa on n lukua suu-
ruusjarjestyksessé, ja tietokone pitéisi ohjelmoida vastaamaan ky-
symykseen “onko luku k listassa?” Voimme esimerkiksi kirjoittaa
ohjelman, joka k&y listan ldpi alusta loppuun, ja jokaisen listan al-
kion kohdalla tarkastaa, onko kyseinen listan alkio k. Ohjelma toimii,
mutta se joutuu tekem#dn pahimmillaan n askelta, yhden jokaista
listan alkiota kohti.

Parempi tapa ratkaista ongelma onkin seuraava: Tarkastellaan
ensin listan keskimmiist#i alkiota'. Jos se on k, on ongelma rat-
kaistu. Jos se on suurempi kuin k, tarkastellaan jatkossa pelkéstdan
listan alkupuolta. Jos se on pienempi kuin k, tarkastellaan jatkos-
sa pelkéstddn listan loppupuolta. Seuraavaksi otetaan edelld valit-
tu listan puolikas, ja sen keskimmaéinen alkio. Jos se on k, on on-
gelma ratkaistu. Jos se on suurempi kuin k, tarkastellaan jatkossa
pelkéistddan valitun listanpuolikkaan alkupuolta. Jos se on pienem-
pi kuin k, tarkastellaan jatkossa pelkistaéin valitun listanpuolikkaan
loppupuolta. Toistetaan sama valitulle listan neljésosalle, sitten kah-
deksasosalle, ja niin edelleen, kunnes k on 16ytynyt, tai valittu listan

1Jos listassa on pariton miird alkioita, on listassa yksikésitteinen kes-
kimmaéinen alkio. Mikéli listassa on parillinen méérd alkioita, valitaan jompi
kumpi kahdesta keskimmaéisestd alkiosta. Menetelmén toimivuuden kannalta on
yhdentekevii, kumpi valitaan.
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osa on huvennut tyhjiin (jolloin & ei ole listassa). T&ll4 menetelmilld
vaaditaan enimmilléén noin log, n laskenta-askelta: Jos listan pituus
on esimerkiksi 65536 alkiota, askeleita on enimmillddn vain 16, eli
systeemi on huomattavan nopea.

Suklaalevya voidaan puolitella hiukan samaan tapaan kuin tau-
lukkoa yll&, joten matemaattisesti koulittu henkilé muodostaa ldhes
alitajuisesti seuraavan konjektuurin:

Hyvilla taktiikalla vaadittu pilkkomisten mééré on jota-
kuinkin log, n.

Havaitaan myés, ettd saman kokoisia, mutta eri muotoisia levyja
voidaan pilkkoa eri tavalla. 4 x 1-levystd voidaan ottaa yksi pala
erilleen, mutta 2 x 2-levystd tdytyy lohkaista kaksi palaa kerralla.
Niinpd muodostamme seuraavan konjektuurin:

Suklaalevyn muoto eli ” geometria” vaikuttaa vaadittujen
lohkomisten méaaraan.

Tadmé& on tdysin normaali menetelmé probleemoja ratkaistessa:
Ensin arvataan vaittdmia, ja sitten yritetddn todistaa ne. Téssd ta-
pauksessa sankarimme ei kuitenkaan keksi, kuinka néité konjektuu-
reja voisi ldhted todistamaan.

Kun lennokkaat ideat eivit toimi, on aika palata maan tasalle.
Otamme siis pieniéd levyjd, ja tapaus tapaukselta katsomme lépi,
kuinka monta pilkkomista ne vaativat. Tarkoituksena on n&hdi,
josko levyn koon/muodon ja vaaditun pilkkomisten mééran vilille
16ytyisi jokin yhteys.

e 1 x 1-levy? Se on jo valmiiksi yhden palan kokoinen. Siis 0
pilkkomista.

e 2 X 1-levy? Sen voi pilkkoa vain yhdelld tavalla. Siis 1 pilkko-
minen.

e 2x 2-levy? Ainoa tapa on pilkkoa ensin kahdeksi 2 x 1-levyksi,
jotka pilkotaan sitten yhden palan kokoisiksi. Siis 3 pilkkomis-
ta.
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e 4x1-levy? Nyt voidaan pilkkoa kahdella tavalla. Ensimmé&inen
vaihtoehto on pilkkoa ensin kahdeksi 2 x 1-levyksi, jolloin ti-
lanne on sama kuin edellisessé tapauksessa. Toinen vaihtoehto
on irroittaa ensin yksi pala, sitten yksi pala lisdd, ja lopuk-
si halkaista 2 x 1-levy kahtia. Siis 3 pilkkomista kummallakin
tavalla.

e 3 X 2-levy? Edelleen kaksi tapaa pilkkoa. Joko ensin kahdeksi
3 x 1-levyksi, jotka paloiksi, tai ensin kolmeksi 2 x 1-levyksi,
jotka paloiksi. Molemmilla tavoilla 5 pilkkomista.

Kaikissa yllamainituissa tilanteissa kévi niin, ettd n palan levyn
paloittelu vaati n—1 pilkkomista riippumatta levyn geometriasta tai
valitusta pilkkomistaktiikasta. Téasséd vaiheessa heitdmmekin edelli-
set konjektuurit romukoppaan, ja yritimme todistaa uutta konjek-
tuuria:

Kaikilla luonnollisilla luvuilla n pétee, ettd n palan le-
vyn paloittelu vaatii n — 1 pilkkomista riippumatta levyn
geometriasta tai valitusta pilkkomistaktiikasta.

Todistettaessa viittamia kaikille luonnollisille luvuille kannattaa
kéayttaa induktiota:

e n = 1:1 x l-levyn paloitteluun tarvitaan 0 pilkkomista. Siis
viite péitee téssa tapauksessa.

e n > 1 mielivaltainen, vdite pdtee kaikille luvuille m, jotka ovat
pienempid kuin n: n palan kokoinen levy pilkotaan ensin kah-
teen osaan (1 pilkkominen!), kooltaan m, m/. Sitten m ja m’
palan kokoiset osat pilkotaan yhden palan kokoisiksi. Tama
vaatii m—1 ja m’—1 pilkkomista induktio-oletuksen nojalla (ja
on riippumaton pilkkomistaktiikasta). Yhteensi siis tehddin
(m—-1)+(m —-1)+1=m+m'—1=n—1 pilkkomista.
Induktio valmis.
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Nyt olemme todistaneet konjektuurimme. Induktiotodistuksissa
on yleensé yksi ikdvé piirre. Ne kertovat meille, ettd viite pitee, mut-
ta ne eivit kerro meille, miksi se patee. Loytyisikohén konjektuuril-
lemme toinen todistus, joka auttaisi meitd hahmottamaan tilanteen
paremmin?

n palan kokoisen levyn paloitteleminen vaatii n — 1 pilkkomista.
Olisikohan prosessin vaiheilla jokin sellainen ominaisuus, joka kasvaa
pilkkomisen my6ta? Siis niin, ettd alussa tuo ominaisuus olisi yksi,
yvhden pilkkomisen jdlkeen kaksi, kahden pilkkomisen jilkeen kolme
ja niin edelleen, ja kokonaan paloitellulla levylld n?

Téssé vaiheessa ratkaisija lyo otsaansa. Téllainen ominaisuus on
tietysti olemassa, nimittdin suklaapalasten méaéra!

Niinpéd saamme konjektuurillemme seuraavan todistuksen:

Alussa suklaa on yhdessd klontisséd, ja haluttua lop-
putilaa luonnehtii se, ettd suklaa on n osassa. Jokai-
nen pilkkominen kasvattaa osien méériai yhdelld (riip-
pumatta valitusta pilkkomistaktiikasta), joten n osaan
padseminen vaatii n — 1 pilkkomista.

Matematiikassa on kauneutta. Matemaattinen kauneus ei kuiten-
kaan synny kauniista késialasta tai sulavasti piirretyistd summamer-
keistéd, vaan se on ennemmin samaa lajia kuin hyvéan vitsin aiheutta-
ma esteettinen mielihyvé: Tilanne ratkeaa, kun se ndhdéaén uudessa,
yllattéavissi valossa.

Epilogi: Téssa tapauksessa osoittautui, ettd vaadittu pilkkomis-
ten madri ei ollutkaan suklaalevyn koon logaritmi, vaikka aluksi niin
yritinkin osoittaa. Pilkkomisongelman kysymyksenasettelua voidaan
kuitenkin muuttaa niin, ettd ”pilkkomisten mééard on jotakuinkin
suklaalevyn koon logaritmi” on oikea vastaus. Keksiiko lukija, mil-
laisia operaatioita suklaalevyn pilkkojalle pitéisi sallia, ettd hén sai-
si suklaan pilkottua yhden palan kokoisiin osiin ajassa, joka on jo-
takuinkin logaritmi levyn koosta? Millaisilla levyilld pilkkomisten
madréd on tarkalleen log, n?
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Luku 5

Enta jos olisi
AdrettOman suuria
luonnollisia lukuja?

5.1 Johdanto

Kuten lukija varmaan tietdd, luonnollisten lukujen joukko N on
ddreton. Jonoa 1,2,3,... voidaan nimittdin jatkaa &arettomiin.
Oltiinpa pé#sty miten pitkélle tahansa, sanokaamme lukuun n
saakka, aina voidaan muodostaa seuraava luku n + 1. Kui-
tenkin kaikki luonnolliset luvut ovat &arellisii, kuten 5, 10 ja
34567890876544567898765456789987654567898765.

Internetin keskustelupalstoilla pyorii silloin talléin yksityisa-
jattelijoita, jotka vaittdvat, ettd luonnollisten lukujen joukon
ddrettomyydestéd seuraa, ettd valttaméttd on olemassa ddrettomén
suuria luonnollisia lukuja.

Koulutetulle matemaatikolle on selvai, ettd ddrettomén suurten
luonnollisten lukujen olemassaolo ei ainakaan ole valttamattomyys.

29



Matematiikkaa on tehty satoja vuosia olettaen vain &arellisen suuria
luonnollisia lukuja, eiké luonnollisten lukujen vakiintuneesta teorias-
ta ole yrityksistd huolimatta 16ydetty sisdisia ristiriitaisuuksia.

Voitaisiinko sitten tehda ”vaihtoehtomatematiikkaa”, jossa luon-
nollisten lukujen joukko sisiltiisi darettomén suuria luonnollisia lu-
kuja? Téssé kirjoitelmassa tutkimme, millaista tuo vaihtoehtomate-
matiikka olisi.

5.2 Luku N

Oletetaan, ettéd on olemassa déreton luonnollinen luku N. Siité, ettéd
sanomme, ettd tallainen luku on olemassa, ei voida vield pédtelld,
millaisia ominaisuuksia silld on. Kuitenkin luonnollisille luvuille on
ominaista, ettd niilld voidaan laskea. Niinpd oletamme, ettd sama
pitee N:lle.

Jokaiselle luonnolliselle luvulle voidaan muodostaa seuraava
luonnollinen luku, joten on olemassa vield N:#4 suurempi luon-
nollinen luku N + 1. Siis N ei ollut suurin luonnollinen luku.
Vield on olemassa luku N + 2, N + 3 jne. Luonnollisia lukuja
voidaan kertoa keskeni#n, joten on olemassa myds luvut 2N,3N
jne, jopa N x N. Nollasta eroavasta luonnollisesta luvusta voidaan
myd6s vahentédéd pienempi luonnollinen luku, joten on olemassa luvut
N—-1,N -2/ N —3,..., jotka luonnollisesti ovat my0s dédrettomié.

Oletimme N:std ainoastaan, ettéd se on ddrettdmén suuri luonnol-
linen luku, ja 16ysimme suuremman &dérettomén luonnollisen luvun
N + 1 ja pienemmén dérettémén luonnollisen luvun N — 1. Niinpa
teemme sen johtopaitoksen, ettd darettomien luonnollisten lukujen
joukossa ei ole pieninté tai suurinta alkoita.

5.3 Luku 1/N

Luonnollisen luvun k#énteisluku on reaaliluku, ei luonnollinen lu-
ku. Niinpd N:n olemassaolosta seuraa, ettd reaalilukujen joukko
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siséltdd luvun 1/N. Se on suurempi kuin nolla, koska luonnollis-
ten lukujen k#dnteisluvut ovat nollaa suurempia. Kuitenkin, jos
n on &irellinen luonnollinen luku, 1/N < 1/n. Siis esimerkik-
si 1/N < 1/48456789098765456789876545678909876545678998765.
Luku 1/N on siis d4rettomén pieni positiivienen luku eli infinitesi-
maalinen positiivinen luku.

Lis#iksi jokaiselle reaaliluvulle z on olemassa luku x + 1/N, jolle
(x+1/N)—z = 1/N on infinitesimaalisen pieni, eli luvut « ja x+1/N
ovat infinitesimaalisen l&helld toisiaan.

Vastaavasti kuin N ei ollut suurin luonnollinen luku, ei 1/N ole
pienin infinitesimaalisen pieni positiivinen luku. Luku 1/(N + 1) on
nimittdin vield pienempi. Samoin 1/(N + 2),1/(N + 3),..., eikd
infinitesimaalisen pienten positiivisten lukujen joukossa ole pieninté
alkoita.

5.4 Desimaalikehitelméit

Vakiintuneessa matematiikassa on tunnettua, ettd ei ole olemassa
pieninté positiivista reaalilukua. Jos = on pieni positiivinen reaalilu-
ku, voidaan nimittdin muodostaa vield pienempi positiivinen reaali-
luku z/2. Monet yksityisajattelijat, erityisesti pohtiessaan Zenonin
paradokseja, eivit hyviksy téta tosiasiaa. He viittédvit, ettd on ole-
massa pienin positiivinen reaaliluku 0,000...1. Eli luku, jossa on
ddrettoméan monta nollaa ja niiden perdssid ykkonen. Taméa ei kui-
tenkaan ole minkd#n reaaliluvun desimaalikehitelma.

Miltés tilanne nédyttdd, jos oletamme &irettomén suuren luon-
nollisen luvun N7 Talloin reaalilukujen desimaalikehitelmissd on
N':s desimaali, ja voidaan muodostaa luku 0,000...... 00010000.. .,
misséd on nollat kaikilla muilla paikoilla ja ykkénen N:nnelld paikal-
la. Voidaan kuitenkin muodostaa vield pienempi luku, jossa on nol-
lat muilla paikoilla ja ykkonen N 4 1:nnelld paikalla. Sitten voidaan
muodostaa vield pienempi positiivinen reaaliluku jne. Ajatuksesta,
ettd on olemassa pienin positiivinen reaaliluku x ei tietdéikseni syn-
nykdin mitddn jirkevaid. Ainakaan jakolaskua ei sellaiselle voisi olla
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méiritelty, tai muuten /2 sotkee homman.

Vakiintuneessa matematiikassa on my6s tunnettua, ettéd
0,9999--- = 1. Tatdkddn monet yksityisajattelijat eivit hyvéksy,
vaan vaittdvit, ettd ndiden erotus on infinitesimaalisen pieni, nol-
lasta eroava reaaliluku. Jos kuitenkin muodostamme luvun 0,999. ..
meidén teoriassamme, siind on ysit myos kaikilla darettomén suurten
luonnollisten lukujen N kuvaamilla paikoilla, ja tulos 0,9999--- =1
pétee edelleen. Niinpa 1 —0,999... ei myoskéddn meidén teoriassam-
me kelpaa pienimmaéksi positiiviseksi reaaliluvuksi.

5.5 Jatkuvat funktiot

Téssé luvussa infinitesimaalisen pientd positiivista reaalilukua mer-
kitddn symbolilla e. Siis 0 < € < 1/n, missid n kiy lapi dérelliset
luonnolliset luvut.

Tutkitaan funktiota f(x) = x2. Se on jatkuva kaikilla reaalilu-
vuilla. Erityisesti se on jatkuva pisteessi 3. Kun lasketaan f(3 + ¢),
saadaan (3 +¢€)? = 9+ 6e + €2, missi 6¢ ja € ovat infinitesimaalisen
pienid, ja 9 on f(3). f siis vie luvun 3 + € infinitesimaalisen ldhelle
lukua f(3). Téssé vaiheessa teemmekin seuraavan arvauksen: Jatku-
va funktio vie infinitesimaalisen ldhelld toisiaan olevat pisteet infi-
nitesimaalisen ldhelle toisiaan. Tadmé& arvaus on myos aika luonnolli-
nen siitd ajatuksesta, ettd jatkuvan funktion kuvaaja on yhtendinen
kéyra.

Tutkitaan sitten funktiota f(z) = 0, kun « < 0 ja f(z) = 1,
kun z > 0. Funktiolla on siis ep&jatkuvuuskohta pisteessd 0. Nyt
f(0) = 0, mutta f(e) = 1. Nyt siis 16ytyy kaksi infinitesimaalisen
ldhellé toisiaan olevaa pistettd, jotka eivdt kuvaudu infinitesimaali-
sen ldhelle toisiaan. Teemmekin seuraavan arvauksen: Jos funktio on
epéjatkuva, on infinitesimaalisen ldhelld toisiaan olevat pisteet, jot-
ka eiviit kuvaudu infinitesimaalisen ldhelle toisiaan. Tdmékin arvaus
on aika luonnollinen siitd ajatuksesta, ettd epédjatkuvan funktion ku-
vaaja "hyppéad” jossain kohti.

Tutkitaan sitten funktiota f(z) = Nz. Nyt f(0) = 0, mutta
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f(1/N) = N(1/N) = 1. Nyt siis 16ytyy kaksi infinitesimaalisen
ldhelld toisiaan olevaa pistettd, jotka eivdt kuvaudu infinitesimaa-
lisen lahelle toisiaan. Funktio f on kuitenkin jatkuva.

Taméd f on kuitenkin tietyssd mielessd epétavallinen: Sen
maédrittelyssa jouduttiin viittaamaan daretomasn lukuun N. Niinpa
tamé funktio ei saa meitd luopumaan ensimmaéisestd arvauksestam-
me vaan ennemmin muuttamaan sitd seuraavasti: ” Tavallinen” jat-
kuva funktio vie infinitesimaalisen ldhelld toisiaan olevat pisteet in-
finitesimaalisen ldhelle toisiaan.

Naiden arvausten todistaminen on sen verran vaikeaa, ettemme
téssd siihen mene. Arvauksissa on kuitenkin paljon totuutta, ja kun
kohta saamme tarpeeksi uutta késitekoneistoa, muotoilemme tulok-
sen, joka on niiden arvausten eksakti ja patevi versio.

5.6 Mitd matemaatikot ajattelevat téista
pyhidinhaviaistyksesta?

Vakiintuneessa matematiikassa ei hyviksytd &#rettomén suuria
luonnollisia lukuja tai infinitesimaalisen pienid positiivisia reaali-
lukuja. Olemmeko siis perustamassa uutta, kapinallista matematii-
kan koulukuntaa, joka hyvéksyy eri tulokset kuin muut matemaati-
kot? Emme. Matematiikassa on nimittdin vakiintuneet, selkeéit me-
netelméit, joilla uusia matemaattisia olioita voidaan rakentaa, tai
kuten matemaatikot sanovat, konstruoida. Osoittautuu, ettéd vakiin-
tuneen matemaattisten olioiden maailman sisélle voidaan vakiintu-
neilla menetelmilld konstruoida pieni ” hiekkalaatikkomaailma”, jos-
sa jokainen #dédreton joukko sisdltdd myos ddrettomia alkioita, ja sielld
asiat toimivat, kuten edellisissé kappaleissa on esitetty.
Hiekkalaatikkomaailmassa on joukolle N vastine *N, joka sisaltai
seké dédrellisen ettéd darettomén kokoiset ”luonnolliset luvut” ja jou-
kolle R vastine *R, joka sisdltda tavallisten reaalilukujen vastineiden
lisdksi infinitesimaalisen pienié positiivisia lukuja. Jokaiselle n € N
on vastine *n € *N, esimerkiksi luvulle 3 on olemassa vastine ”hiek-
kalaatikkokolmonen”, *3. Jokaiselle 7 € R on vastine *r € *R.
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Liséiksi jokaiselle f: R — R on vastine *f: *R — *R. Siis esimerkik-

si funktiolle f: R — R; f(z) = 22 on vastine *f: *R — *R; *f(z) =
*2

x

Niin valtavirtamatemaatikotkin hyvaksyvét ”adrettomén suuria
luonnollisia lukuja” ja ”infinitesimaalisen pienié reaalilukuja” koske-
vat tulokset, ei joukkojen N ja R alkioita koskevina tuloksina, vaan
joukkojen *N ja *R alkioita koskevina tuloksina.

5.7 Palataan jatkuviin funktioihin

Nyt tulos, josta vihjaistiin pari lukua takaperin kuuluu seuraavasti:

Lause 1 Olkoon f: R — R ja x € R. Tailléin seuraavat ovat
yhtdapitavid:

o f on jatkuva pisteessd x.

o Kaikillay € *R, joille y on infinitesimaalisen lihelld lukua *x,
pitee, ettd *f(y) on infinitesimaalisen lihelli lukua * f(*x).

Huomaamme lauseesta, etté se pétee vain funktioille, jotka ovat
muotoa *f, missd f: R — R. Pari lukua sitten esitetty funk-
tio g: *R — *R;g(z) = Nz on olemassa hiekkalaatikkomaail-
man sisilld, mutta se ei ole muotoa g = *f yhdellekédén funktiolle
fiR—=R.

On myos tarkedd, ettéd se piste x, jossa jatkuvuutta tarkastellaan
on joukon R alkio, ei joukon *R &arettémén suuri luku. Lukija voi
ihan piruuttaan kokeilla, mit# tapahtuu, jos funktiona on f(x) = z2,

ja arvoja *f(N) ja *f(N 4 1/N) vertaillaan.

5.8 Lopuksi

Téssé kirjoitelmassa esitetyn hiekkalaatikkomaailman sisélld operoi-
mista kutsutaan epdstandardiksi analyysiksi, ja idean isé on Abra-
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ham Robinson. Epéstandardi analyysi on siis ihan pétevad mate-
matiikkaa, joten sen arvon ratkaisee kysymys: Onko siitd hyotya?
Téstéa ollaan montaa mieltd. Jotkut kokevat epdstandardin analyy-
sin hyddylliseksi, mutta monien mielestd se vain mutkistaa asioita
eikd mahdollista mitédan oikeasti mullistavaa.

35



Luku 6

Tulokseni pollittiin
ennen kuin olin itse
keksinyt sen

Tassé anekdootti matemaatikonuraltani.

Tein viitoskirjani matematiikasta 2000-luvun alussa. Osana
véitoskirjaa minun piti yleistdd erdstd vanhaa tulosta eli todistaa
se yleisemmiéssa tapauksessa kuin aikaisemmin oli tehty. Matema-
titkkaa osaaville lukijoille kerrottakoon, ettd minun piti yleistda tu-
los, ettd CT7-differentiaalimonistolla on C7"-triangulointi, reaaliana-
lyyttisen tapaukseen eli todistaa, ettd reaalianalyyttiselld monistol-
la on reaalianalyyttinen triangulointi. Lukijan ei kuitenkaan tarvit-
se tdmén tekstin ymmaértamiseksi ymmaértaé yllimainittua matema-
tiikkaa.

C"-tulos on peraisin 1940-luvulta. Muissa tieteissd vanha tieto
korvautuu uudella, mutta matematiikassa tieto kasautuu, toisin sa-
noen uusi tieto rakennetaan vanhan péélle, joten vanhatkin tulokset
patevit edelleen. Whitehead, tuloksen keksijé, oli kuitenkin kirjoit-
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tanut tuloksensa tavalla, jota nykymatemaatikot pitdvét vanhentu-
neena. Tama4 ei vaikuttanut tuloksen patevyyteen, mutta teki White-
headin artikkelin lukemisesta vaikeaa nykymatemaatikoille. Niinpa
Whiteheadin tulos yleensd luettiinkin Munkresin 1960-luvulla kir-
joittamasta kirjasta, jossa esitystapa on moderni.

Kun viitoskirjan ohjaajani antoi minulle tehtédvénannon, ta-
jusin heti, kuinka yleistys pitéda tehdé. Itse asiassa tehtdvanantona
oli tehda yleistys hiukan heikommassa muodossa, mutta tajusin
edellamainitun vahvan yleistyksen todistusperiaatteen heti. ”Ei
tehtdvinanto voi mitenkédén olla noin helppo”, tuumin tuolloin.
Ajattelin ymmiértidneeni jotain véérin enkid sanonut mitddn ohjaa-
jalleni.

Aloin sitten lukea Munkresin kirjaa ja tajusin véhitellen, etté
heti keksiméni muutokset kirjassa esitettyyn todistukseen tosiaan
antavat reaalianalyyttisen moniston reaalianalyyttisen trianguloin-
nin. Olin ylped itsestédni. Olin keksinyt uuden tuloksen. Lahjakkaan
matemaatikon on suht helppoa keksid ja todistaa tuloksia, mutta
kaikki helppo on jo tehty. Yleensé paljastuu, ettd tulos on jo keksit-
ty aiemmin. Nyt kuitenkin olin ratkaissut ongelman, jonka ohjaajani
oli esittdnyt minulle aiemmin ratkaisemattomana.

Eradni iltana olin myoh#d&n matematiikanlaitoksen kirjastossa
etsiméssd materiaalia, joka liittyisi véitoskirjaani. Loysin kiinnosta-
van artikkelin, jonka oli kirjoittanut 80-luvulla japanilainen Shio-
ta. Aloin lukea artikkelia ja tajusin, ettd Shiota oli tehnyt saman
yleistyksen jonka miné olin keksinyt, mutta 20 vuotta aiemmin kuin
mind. ” Varasti tulokseni 20 vuotta ennen kuin itse keksin sen”, muis-
tan kironneeni. Soitin heti hidisséini ohjaajalleni - kello oli tosiaan
jotain 11 illalla - ja tulimme siihen tulokseen, etta véitoskirjassani
olisi niin paljon muutakin uutta, ettd yksi vanha tulos ei sitéd kaa-
taisi.

Myohemmin  valmistelin ~ konferenssiesitelmds  tulevasta
véitoskirjastani. Katsoin piruuttani artikkelia, jossa White-
head oli alun perin triangulointituloksen esittdnyt. Tajusin, ettid
Whiteheadin todistus oli periaatteiltaan sama kuin minun yleis-
tykseni ja Shiotan todistus. Whitehead ei vain maininnut sen
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toimivan myos reaalianalyyttisessi tapauksessa. Munkres oli siis
kirjaa kirjoittaessaan muuttanut Whiteheadin todistusta niin, ettei
Munkresin versio en#dd toiminut reaalianalyyttisessd tapauksessa.
En voinut olla tuntematta vahingoniloa. Shiota, joka oli pollinyt
tulokseni 20 vuotta ennen kuin olin keksinyt sen, olikin saman
tilanteen uhri, johon hén oli minut asettanut!

Kun sitten pidin konferenssiesitelméé, puolet yleisosté oli japani-
laisia matemaatikoita. Kun olin pa#ssyt kohtaan, jossa olin kertonut
Whiteheadin todistuksen olevan periaatteeltaan sama kuin Shiotan,
japsit yleisosséd alkoivat kohista. Thmettelin, mita tapahtuu. Lopulta
vksi heisté kysyi: ”Do you think Shiota could have discovered it inde-
pendently of Whitehead?” Silloin tajusin, mistd kohinassa oli kyse.
Japsit ajattelivat minun syyttédvin maanmiestdén plagioinnista.

"1 did discover it independently of Whitehead and Shiota”, vas-
tasin. ”So, yes, I think it is possible.”
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Luku 7

Mita e1 voida laskea?

Matemaatikkoja kuulee usein syytettiavéan siitéd, ettd he olettavat,
ettd mitd tahansa voidaan laskea. Perusteluna sille, etta kaikkea ei
voida laskea, tarjotaan usein rakkauden méaraa tai jotain vastaavaa,
joka on niin epaméédriistd, ettd matemaattiset metodit eivéit pure
siihen.

Todellisuudessa matemaatikot eivit oleta, ettd mitéd tahansa voi-
daan laskea. He nimittéin tietdvit, ettd matematiikan sisdltd 16ytyy
asioita, jotka ovat eksaktisti méaariteltyja, mutta niin monimutkaisia,
ettd mikéddn laskentamenetelmé ei tepsi niithin. Téssé kirjoitelmassa
tutustumme pariin téllaiseen kysymykseen.

Korostan vield, ettéd esitimme tédssd kirjoitelmassa kysymyksié,
joista voidaan todistaa, ettd niiden vastauksia ei edes periaatteessa
voida laskea. Téssé siis laskemattomuus ei johdu siitéd, ettéd lasken-
tamenetelmié ei ole vield keksitty.

7.1 Mita tarkoitamme laskemisella?

Tarkoitamme laskennalla prosessia, jonka ldhtokohta on syote, jo-
kin (jossain ennaltamééirityssid direllisessd aakkostossa annettu)
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dadrellinen merkkijono, ja joka padttyy tulokseen, joka on samoin
ddrellinen merkkijono. Laskenta voi koostua useista véilivaiheista,
mutta oletamme, ettd laskennalla on jotkin sddnnot, jotka
madraavat yksikasitteisesti kussakin kohdassa, kuinka laskentaa jat-
ketaan. Tamé siis tarkoittaa, ettd sddnnot eivéat missddn kohdassa
anna laskijalle valinnanvaraa jatkon suhteen.

Laskettaessa esimerkiksi kynélléd ja paperilla kidytettiavisséd oleva
aika ja paperin madrd maaraavat, kuinka pitké laskenta voi olla. Teo-
reettisessa laskennan késitteessimme emme tee téllaista rajoitetta,
vaan laskenta saa olla vaikka kuinka pitkéa, kunhan se on &érellinen.
Samoin syote ja tulos saavat olla kuinka pitkid tahansa, kunhan ne
ovat &darellisid.

Edelld puhuimme kynilld ja paperilla laskemisesta, mutta ylei-
semmin laskemme tietokoneella. Tamén johdosta kutsummekin
niita sadntoja, joilla laskenta etenee, tietokoneohjelmaksi. Téssé siis
hyvaksymme tietokoneohjelmaksi minké tahansa tavallisen tietoko-
neohjelman, joka saa aluksi yhden syttteen!, prosessoi sité ja palaut-
taa lopuksi laskennan tuloksen. Ainoa ero tavallisiin tietokoneohjel-
miin on se, ettéd oletamme tietokoneessa olevan muistia rajattomasti,
eli niin paljon kuin on tarpeen. Laskenta voi myos kestaé niin pitkdaan
kuin on tarpeen, vaikka tarvittava aikamé&ira olisikin epéarealistisen
pitké.

Lukijalle kenties heréisi kysymys, ettd milld ohjelmointikielelld
oletamme ohjelmamme olevan kirjoitettu. Téssa vastaus on: Silld ei
ole merkitystd. Kaytdnnossa kaikki kédytossd olevat ohjelmointikie-
let ovat yhtd vahvoja, eli niilld voidaan toteuttaa samat laskennat.
Kun siis puhumme tietokoneohjelmasta, lukija voi vapaasti ajatel-
la sen olevan kirjoitettu hénelle tutuimmalla kielelldéin, esimerkiksi
C:lld, C++:lla tai Javalla. My6s kynélld ja paperilla (kunhan sitéd on
rajattomasti) voidaan teoriassa toteuttaa tésmilleen samat lasken-
nat kuin ohjelmointikielilld - joskin se on kdytdnnossd huomattavasti
tyoladmpéad.

1T4ss4 siis sydte on yksi merkkijono. Yhteen merkkijonoon voi koodata vaikka
kuinka paljon tietoa, esimerkiksi useita lukuja vaikkapa puolipisteelld erotettuna
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Teemme vield yhden lievennyksen edelldesitettyyn laskennan
késitteeseen. Sallimme tietokoneohjelmiksi myds sellaiset tietoko-
neohjelmat, jotka eivét kaikilla sy6tteilla palauta tulosta, vaan jotka
voivat joillan syotteilld ”jadada jumiin”, eli joillain syotteilld laskenta
jatkuu ikuisesti eiké tulosta anneta?3. Jos ohjelma antaa tuloksen
jollain syGtteelld x, sanomme, ettéd ohjelma pysdhtyy syGtteelld x.

7.2 Pysdhtymisongelma

Valitaan aluksi ohjelmointikieli. Oletamme, ettd kaikki téissd luvussa
mainitut tietokoneohjelmat on kirjoitettu talla kielelld. Tutkitaan
seuraavaa kysymysta:

On annettu tietokoneohjelma T ja syote x. Pysdhtyyko
ohjelma T syotteelld x?

Meité kiinnostaa se, voidaanko muodostaa tietokoneohjelma Tj,
joka vastaa tdhén kysymykseen kaikken parien T, x osalta. Téllainen
ohjelma siis saisi syGtteendén parin T, z, ja palauttaisi merkkijonon
"Kylld”, jos T pysdhtyy syotteelld x ja merkkijonon ”"Ei”, jos T ei
pysihdy syotteelld x tai T' ei ole kelvollinen (valitulla ohjelmointi-
kielelld kirjoitettu) tietokoneohjelma.

Osoittautuu, ettéd téllaista tietokoneohjelmaa Ty ei voida muo-
dostaa. Seuraavaksi todistamme kyseiseen viitteen. Kdytdmme poh-
jana Wikipediasta [2] 16ytyvid todistusta. (Voit skipata todistuksen,
jos sen lukeminen tuntuu liian raskaalta.)

Tehddan vastaoletus: Téllainen tietokoneohjelma Ty on
olemassa. Muodostetaan Tj:aa muokkaamalla uusi tieto-

2Jokainen ohjelmointia harrastanut lukija lienee tehnyt vihintiin kerran
elaméssddn sellaisen ohjelmointivirheen, jonka johdosta ohjelma on jaanyt ikui-
seen silmukkaan.

3Tillainen ikuisesti jatkuva laskenta voi vaatia laskennan edetessd yhi
enemmin ja enemmin muistia. Oletamme, ettd téllaisella laskennalla on
kaytossddn rajaton médrda muistia, niin, ettei se lopu.
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koneohjelma T3, joka saa syOtteendéin merkkijonon s ja
toimii seuraavasti:

e Jos Tj palauttaa sytteparilla s, s vastauksen ”Ei”,
Ty palauttaa syotteelld s tuloksena merkkijonon
” Ok77 .

e Jos Ty palauttaa syoteparilla s,s vastauksen
"Kylla”, Ty jéa syotteelld s laskemaan ikuisesti.

Nyt kysymys kuuluu: Kuinka T toimii, jos sille annetaan
itsensé (eli T) syotteeksi?

e Oletetaan, ettd T palauttaa syotteelld 77 merk-
kijonon ”o0k”. Sen perusteella miten 77 juuri
maédriteltiin, Ty palauttaa tdlloin parilla T, T vas-
tauksen ”"Ei”. Siis sen perusteella, miten T toimii,
T7 jaa jumiin syotteellda T;. Kuitenkin oletimme,
ettd T pysdhtyy syotteelld T;. Ristiriita.

e Jos taas 77 jéd jumiin syoGtteelld Tp, ohjelma T
palauttaa syoteparilla T7,7T; vastauksen ”Kylla”,
eli Ty pysihtyy syotteelld 7. (Perustelut samanlai-
set kuin edellisessé pykaldssi.) Kuitenkin oletimme,
ettd 71 ja& jumiin syotteelld T7. Ristiriita.

Siis kaikki mahdolliset vaihtoehdot johtavat ristiriitaan,
eli vastaoletuksemme on vééré, ja tietokoneohjelmaa Tj
ei voida muodostaa.

Olemme siis nyt loytdneet ensimmaéisen eksaktisti mééritellyn

kysymyksen, jonka vastausta ei voida (kaikissa tilanteissa) laskea:

Pysahtyyko annettu tietokoneohjelma annetulla syGtteella?

Voidaan tosin muodostaa sellainen tietokoneohjelma Tp, joka saa
syOtteendin tietokoneohjelman 7' ja merkkijonon s, ja joka simu-
loi T:n laskemista syotteelld s. Kuitenkin, jos laskenta kestd# kau-
an, ei missdédn vaiheessa laskentaa valttaméattd ole mahdollista sa-
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noa, ettd olemme laskeneet niin kauan, ettd ohjelma ei varmasti tule
pysdahtymaéén.

7.3 Luettelevat tietokoneohjelmat

Aiemmin tutkimme tietokoneohjelmia, jotka yleensi pysdhtyivét.
Seuraavaksi méarittelemme késitteen luetteleva tietokoneohjelma, jo-
ka ei saa syotetti, vaan alkaa laskennan tyhjésté, eika valttaméatta
pysdahdy. Luetteleva tietokoneohjelma antaa kuitenkin laskennan
edetessé tulosteita. Koska laskenta voi jatkua #ddrettomaésti, se voi
laskennan kuluessa antaa yhteensé dédrettomén méarén tulosteita.

Laskennan edetessé luetteleva tietokoneohjelma voi kayttaa yha
enemman ja enemmén muistia, ja oletamme, ettd luettelevalla tie-
tokoneohjelmalla on kaytossaédn rajattomasti muistia, niin, ettd oh-
jelman suoritus ei tyssid muistin loppumiseen?.

Ne lukijat, jotka eiviit tunne oloaan kotoisaksi tietokoneiden pa-
rissa, voivat yhé ajatella kynalli ja paperilla suoritettavaa laskentaa,
joka jatkuu ja jatkuu, ja laskennan edetessi méarattyja valituloksia
kutsutaan tulosteiksi.

7.4 Totuus lukuteoriassa

Olkoon (n,n + 2) pari luonnollisia lukuja. Sanomme, ettd n ja n+ 2
ovat alkulukukaksoset, jos sekd m ettd n + 2 ovat alkulukuja. On
avoin ongelma, onko alkulukukaksosia dérellinen vai ddreton maara.
Jos kévisimme lépi kaikki luonnolliset luvut n ja testaisimme jo-
kaisen kohdalla, ovatko n ja n 4+ 2 alkulukukaksosia, joutuisimme
kdyméan lapi darettomén monta lukua n, joten téllainen lapikaynti

4Lukija voi puolileikillisesti ajatella #irelliselld muistilla varustetun luettele-
vaa tietokoneohjelmaa suorittavan tietokoneen, joka osaa ilmoittaa muistin lop-
pumisesta ja koneen vieressid istuvan juoksupojan, joka kiy aina tarpeen vaa-
tiessa ostamassa lisdi muistia ja asentaa sen koneeseen laskennan jatkamiseksi.
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ei ole laskenta tarkoittamassamme mielessi®. Téllaisia viitteen ” Al-
kulukukaksosia on dareton méadra” kaltaisia, ddrettoméstd masdrasti
luonnollisia lukuja puhuvia lauseita on muitakin, ja herdd kysymys,
olisiko mahdollista muodostaa jokin daretonté lapikdyntid ovelampi
laskentamenetelmé, jolla ratkaista kaikkien téllaisten lauseiden to-
tuus. Esittelemme tésséd luvussa tuloksen, joka sanoo, ettd tdmé ei
ole mahdollista.

Tulos, jonka aiomme esitelld, puhuu luonnollisia lukuja koske-
vista lauseista. Koska téssid meilld lauseet ovat matematitkan tutki-
muksen kohde, eiviat matematiikan tutkimuksen vdline, tarvitsemme
eksaktin m#dritelmén niille lauseille, josta tuloksemme puhuu.

Jatkon kannalta olennaista on ymmaértaé, ettd tarkoitamme lu-
kuteorian lauseilla lauseita, jotka puhuvat luonnollisista luvuista,
ja joilla on tietty, tarkasti méardtty muoto. Muoto on sellainen,
ettd voidaan laskea, onko jokin merkkijono tétd muotoa oleva lause.
Liséksi kyseistd muotoa olevia lauseita on d&retén méadra. Téssd on
huomattava, ettd muoto on sellainen, ettd kyseistd muotoa oleva
lause voi olla joko tosi tai epétosi; muoto méarad vain sen, ettéd ky-
seessé on mielekés lause, jolla on totuusarvo.

Annamme hiukan tarkemman luonnehdinnan (joskaan emme
tarkkaa médritelméd) sisennettynd. Sen voi halutessa sivuuttaa.
Tarkkakin mééritelmé on mahdollista antaa, mutta emme halua ra-
sittaa lukijaa sen yksityiskohtien ldpikdynnilla.

Lukuteorian lauseella tarkoitamme ”mielekastd”,
adrellisté lausetta, joka saadaan muodostettua kayttden
merkkejd (,),0,1,+, x,=,A(ja), ~(ei), V(kaikilla), sekd
rajatonta méardd muuttujasymboleja xg, 1, . ... Muut-
tujien ajatellaan saavan arvoikseen luonnollisia lukuja.

Esimerkkejé lukuteorian lauseista ovat

T+1+41=1+1,

5Useissa tapauksissa téllaisten kaikista luonnollisista luvuista puhuvien
lauseiden totuus voidaan ratkaista #dérelliselld todistuksella, ja useimmat usko-
nevatkin, ettd alkulukukaksoskysymys saadaan ennemmin tai myshemmin rat-
kaistua t&lla tavoin.
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joka on hyvinmuodostettu (joskin epétosi) lause, joka
vaittad, ettd kaksi on yhtdsuuri kuin kolme,

on(xo = X0 + 0),

joka viittad, ettd, jos mihin tahansa luonnolliseen lukuun
lisétadn nolla, saadan alkuperdinen luku,

VZL'O_\(LL'O =X + ].),

joka vaittdd, ettd mikddn luonnollinen luku ei ole sellai-
nen, ettd kun siihen lisdtdéan yksi, saadaan alkuperiinen
luku,

0=0)A(1=1),

joka viittdd, ettd sekéd nolla ettd yksi ovat yhtasuuria
itsensé kanssa,

Vl‘o_‘(l‘o x 0= 0),

joka on epétosi lause, joka vaittad, ettd mikddn luonnol-
linen luku kerrottuna nollalla ei ole nolla seké

Va:o—'V;vl—'(xl =29 + ].),

joka vaittad, ettd jokaiselle luonnolliselle luvulle zg on
olemassa toinen luonnollinen luku x; siten, ettd x; =
xo+ 1. (Téssé kannattaa huomata, ettd ”Ei ole niin, ettd
milldén x ei pade...” tarkoittaa samaa kuin ”On ole-
massa z, jolle pitee...”.)

Myos viite, ettd alkulukukaksosia on &ddreton ma#ra,
on mahdollista kirjoittaa lukuteorian lauseena, joskin
lauseesta tulisi melko pitké.

Lukuteorian lauseen kisitteeseemme sisdltyy myos se,
ettd jokaiseen x;:n esiintymé#n vaikuttaa kvanttori Vz;,
eli

To =22+ 0

ei ole lukuteorian lause tarkoittamassamme mielessé.
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Nyt voidaan todistaa seuraavaa teoreemat

Teoreema 1 FEi voida muodostaa luettelevaa tietokoneohjelmaa, jo-
ka luettelee kaikki todet lukuteorian lauseet ja vain ne.

Teoreema 2 Fi voida muodostaa tietokoneohjelmaa, joka saades-
saan toden lukuteorian lauseen syotteeksi antaa tuloksen “kylld” ja
saadessan epdtoden lukuteorian lauseen syotteeksi antaa tuloksen
Yei”.

Todistukset ovat vaikeita, ja ne 16ytyvit teoksesta Vidnénen [1].
(Tulosten saamiseksi tarvitsemme Mé&éritelmén 13.1, Lauseen 12.8
ja Lauseen 12.3.)

Olemme nyt loyténeet toisen hyvinmuotoillun ongelman, jon-
ka vastausta ei voida (kaikissa tapauksissa) laskea, nimittdin ma-
temaattisten véitteiden totuuden. Sanon edelld ”matemaattisten
véitteiden”, mutta itse asiassa olemme todenneet, ettd laskemat-
tomuus koskee jo hyvin rajallista muotoa olevia matemaattisia
véaitteita.

7.5 Seuraus matematiikan harjoittami-
selle

Oletetaan, ettd olemme saaneet matemaattisen todistuksen
késitteen niin hyvin méaritellyksi, ettd voidaan laskea, onko annettu
merkkijono todistus. Ts. voidaan muodostaa tietokoneohjelma T,
joka saa syoOtteend#in parin P, R, ja palauttaa merkkijonon ”Ok”,
jos merkkijono P on lauseen R todistus ja merkkijonon ”Ei-Ok”, jos
niin ei ole. Tamé oletus on realistinen, koska néin voidaan tehdaS.
Kaytannossé vain todistusten saaminen téllaisen eksaktiin muotoon
on ddrimmaéisen tyoldstd, joten matemaatikot eivit koskaan esité
todistuksia téssd muodossa.

6Siihen, kuinka timé tehdiin, emme tissé mene, mutta taikasanat ovat 1.
kertaluvun predikaattilogiikka + ZFC.
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Nyt voidaan muodostaa luetteleva tietokoneohjelma 77, joka toi-
mii seuraavasti: Se kdy lapi kaikki parit P, R, ja aina kohdatessaan
parin P, R, missi P on R:n hyviksyttivi todistus, se tulostaa R:n”.
Ohjelma voidaan tehdd mm. niin, ettd ensin kdyd&an l&pi kaikki kah-
den merkin mittaiset parit P, R, sitten kaikki kolmen merkin mittai-
set parit P, R, sitten kaikki neljin merkin mittaiset ja niin edelleen.

Edelleen T7:n avulla voidaan muodostaa luetteleva tietokoneoh-
jelma Th, joka poimii Ti:n tulosteista kaikki lukuteorian lauseet.
Ty siis luettelee kaikki lukuteorian lauseet, joille on olemassa
hyvaksyttavé todistus.

Edellisessé luvussa totesimme, ettd ei voida muodostaa luet-
televaa tietokoneohjelmaa, joka luettelee kaikki todet lukuteorian
lauseet. Koska T5 luettelee kaikki lukuteorian lauseet, joille on
hyviksyttava todistus, veddmme seuraavan johtopaiatoksen: On ole-
massa tosia lukuteorian lauseita, joita ei voida todistaa nykyi-
sen todistuskésityksen mukaisesti. Sama pétee mille tahansa todis-
tuskésitykselle, jossa todistuksen pétevyys voidaan laskea.

7.6 P&ahkinoita

1. Osoita, ettd ei voida muodostaa tietokoneohjelmaa T siten,
ettd Ty saa syOtteendén tietokoneohjelman T, ja palauttaa
merkkijonon " Tosi”, jos T' pyséhtyy kaikilla syotteilld ja merk-
kijonon "Epétosi”, jos on vihintddn yksi syote, jolla T ei
pysidhdy. (Téssi tehtdvissd valitaan ohjelmointikieli ja olete-
taan, ettd kaikki tehtdviassd mainitut ohjelmat on kirjoitettu
talld kielelld.)

2. Edellisen kappaleen lopussa annoimme argumentin sille, etta
on olemassa vahintdén yksi tosi lukuteorian lause, jota ei
voida todistaa nykyisen todistuskésityksen mukaisesti. Osoita

"Vaikka téllainen tietokoneohjelma voidaan teoriassa tehdi, kiytannossi se
on niin hidas, ettd sen kdyttdminen todistusten etsimiseen on aivan toivotonta.
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kéyttden tassa kirjoitelmassa mainittuja tuloksia, etté téllaisia
lukuteorian lauseita on ddreton masra.

. Olkoon T luetteleva tietokoneohjelma. Osoita, ettd voidaan
muodostaa tietokoneohjelma, joka antaa vastauksen ”Kylld”
tdsmilleen niilla syotteilld, jotka 7' luettelee (ja muilla
syotteilld jaa jumiin).

. Olkoon T tietokoneohjelma, joka joillan (ennaltamiirdtyssi
ddrellisesséi aakkostossa annetuilla) syotteilli antaa tuloksen
"Kylld”, joillain (samassa aakkostossa annetuilla) syotteilld
antaa tuloksen "Ei” ja jdd jumiin lopuilla (samassa aakkostos-
sa annetuilla) syotteilld. Osoita, ettd voidaan muodostaa luet-
televa tietokoneohjelma, joka luettelee tdsmaélleen ne syGtteet,
joilla T" antaa tuloksen "Kylla”.
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Luku 8

P = N P-ongelma - mika
se on?

8.1 Johdanto

Tasséd kirjoitelmassa esittelemme erdédn kuuluisimmista avoimista
matemaattisista ongelmista. Kyse on P = N P-kysymyksesté, jo-
ka kysyy, voidaanko tiettyjd tietokoneella suoritettavia laskento-
ja suorittaa nopeasti. Yhtdlossd P tarkoittaa nk. polynomisessa
ajassa laskettavia ongelmia ja NP nk. polynomisessa ajassa ei-
deterministisesti laskettavia ongelmia. Namé késitteet médritelldsin
myGhemmin téssa tekstissd. Yhtdlo P = NP siis vaittda, ettd ndméa
kaksi ongelmaluokkaa ovat samat. Onko néin? Sitd kukaan ei tieda.

Koska kyse on matemaattisesta ongelmasta, ratkaisuksi vaadi-
taan todistusta, jommalle kummalle seuraavista:

e Todistus sille, ettd kyseiset luokat ovat samat. Taméa
voitaisiin todistaa mm. tekemadlla tiettyja N P-luokkaan kuu-
luvia ongelmia nopeasti ratkova tietokoneohjelma.

e Todistus sille, ettd luokat ovat eri. Téma tarkoittaisi to-

49



distusta sille, ettd on mahdotonta tehdé tiettyja IV P-luokkaan
kuuluvia ongelmia nopeasti ratkovaa tietokoneohjelmaa.

Jos joku saa P = NP -kysymyksen ratkaistua, Clay Mathe-
matics Institute on luvannut ratkaisusta miljoonan dollarin palkin-
non. Yllattavas kylla, palkinto olisi periaatteessa mahdollista saada
riittdvéan hyvalla Miinaharava-pelin analyysilla.

8.2 Laskennasta

Téssa kirjoitelmassa tarkoitamme tietokoneohjelmalla ohjelmaa, jo-
ka saa aluksi yhden sy&tteen, joka on #drellinen merkkijono?®, laskee
sitd aikansa, ja lopuksi palauttaa joko merkkijonon ” Kylld” tai merk-
kijonon ”Ei”. Tavallisessa tietokoneessa on rajallinen mééra muistia,
ja tavallisissa yhteyksissé on rajallinen mééra aikaa laskennalle, mut-
ta laskennan teoreettisessa tarkastelussa oletetaan, ettd nadmé suu-
reet ovat riittdvén suuria késilldolevan laskennan loppuunviemiseksi,
olivatpa ne kuinka suuria tahansa, kunhan ne ovat aérellisid. Samoin
ohjelman saama syote saa olla kuinka pitkd tahansa, kunhan se on
dérellinen.

8.3 Polynominen aika

Olkoon T tietokoneohjelma edellisessé luvussa kuvaillussa mielessa.
Merkitasin f(1):114 pisintd aikaa, jonka ohjelma kiyttdd lasken-
taan yhden merkin mittaisella sy6tteelld. Yhden merkin mittaisia
syOtteitd on useita, ja merkitsemme siis f(1):1l4 maksimia kaik-
kien yhden merkin mittaisten syotteiden vaatimista ajoista. Mer-
kitdan f(2):lla pisinté aikaa, jonka ohjelma kéyttéé laskentaan kah-
den merkin mittaisella syttelld ja niin edelleen. Néin saamme funk-

1Yhteen merkkijonoon voidaan koodata vaikka milld mitalla tietoa, eli oh-
jelmamme voi saada syotteeksi esimerkiksi useita lukuja vaikkapa puolipisteelld
erotettuna
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tion f: N — N (voidaan olettaa, etti laskenta-ajat ovat kokonaislu-
kuja ja voidaan asettaa f(0) = 0).

Tyypillisesti lim, o f(n) = oo, ja meitd kiinnostava kysymys
on:

Kuinka nopeasti f lihenee dédretonta?

Sanomme, ettd ohjelman T vaatima aika on polynominen, jos
on olemassa (kokonaiskertoiminen) polynomi @, jolle f(n) < Q(n)
kaikilla n. Téassd silld, mikd on ykkostd edustava ajanjakso f:n
médritelméssi ei ole merkitystd. Samat ohjelmat ovat polynomisia,
valittinpa tuo ajanjakso lyhyeksi tai pitkéksi.

Jos ohjelman T vaatima aika on polynominen, ohjelmaa T pi-
detédn yleensé nopeana. TAmé johtuu siitéd, ettd n:n kasvaessa minké
tahansa polynomin @Q(n) arvo kasvaa kohti diretonté suhteellisen
hitaasti. Polynominen ohjelma onkin oikeasti nopea, jos polynomin
@ aste on pieni. Jos polynomin @) aste on suuri, voi ohjelma olla
kéytdnnossa litan hidas vaikka se olisikin polynominen.

Jos ohjelman T vaatima aika ei ole polynominen, se on niin hidas,
ettéd laskenta yhtdan pidemmilld syotteilld on kidytdnnossé toivoton-
ta. Eksponenttifunktio f(n) = 2™ kasvaa nopeammin kuin mik#éin
polynomi. Voidaan siis todistaa, ettd jos @@ on polynomi, on ole-
massa sellainen ng € N, ettd kaikilla n > ng pétee f(n) > Q(n).
Ei-polynomisten tietokoneohjelmien aikavaatimukset ovatkin melko
usein joitakin eksponenttifunktion johdannaisia.

Esimerkki 1 Olkoon T ohjelma, joka saa syotteendén listan lukuja
seka luvun k, ja joka tutkii kdymélla listan lapi, onko luku k listassa.
Téllaiselle ohjelmalle parhaan polynomin @) aste on yksi, eli T on
polynominen ja nopea.

Esimerkki 2 Téissa esimerkissa puhutaan alkulukutesteisté, eli oh-
jelmista, jotka saavat syGtteenddn kymmenjirjestelmésséd esitetyn
luvun ja palauttavat tiedon siitd, onko kyseessd alkuluku. Huo-
mautamme, ettd kun puhumme siitd, onko joku alkulukutesti po-
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lynominen emme tarkoita, etti onko ohjelman suoritusaika kor-
keintaan joku sydtteend saadun luvun polynomi, vaan sitd, on-
ko ohjelman suoritusaika korkeintaan joku syGtteend saadun luvun
kymmenjarjestelméesityksen pituuden polynomi. Esimerkiksi luvun
1000000 kymmenjérjestelméesityksessd on seitsemédn merkkid, mika
on huomattavasti vihemmén kuin miljoona.

Jos kdymme lédpi kaikki kaikki Iuonnolliset luvut, jotka ovat kor-
keintaan syotteend annetun luvun nelibjuuri ja testaamme jokai-
sen kohdalla, onko kyseesséd syotteen tekijd, saamme aikaan alku-
lukutestin, mutta sen vaatima laskenta-aika on niin pitké, ettéd tes-
timme ei ole polynominen. Jos n on syétteend saadun luvun kym-
menjérjestelméesityksen pituus, syétteenéd saadun luvun neliGjuurta
pienempid lukuja on yli 10"/2-2 = 10", miké on suurempi kuin
2™ kun n on riittdvin suuri.

Paras tunnettu varmasti toimiva alkulukutesti on polynominen,
mutta paras sille tunnettu polynomi () on astetta seitsemén. N&in
suuri aste tarkoittaa sité, ettd kdytdnnosséa tétd ohjelmaa ei kdytetd
alkulukujen testaamiseen, vaan alkulukutesteind kdytetddn nopeam-
pia ohjelmia, jotka toimivat vain tietylld todennéksisyydelld, joka
tosin saadaan huomattavan korkeaksi.

8.4 Paitosongelmat

Olkoon M (jossain #érellisessid aakkostossa esitettyjen) &dérellisten
merkkijonojen joukko, ja M’, M" joukon M jako kahteen osaan eli
padtosongelma. Olkoon m € M. Meité kiinnostaa, kumpaan osaan,
M’ vai M, m kuuluu. Olkoon T tietokoneohjelma, joka ratkaisee
tdmén, eli T on ohjelma, joka saa syGtteendén m:n, ja T kertoo,
kumpaan osaan, M’ vai M", syéte m kuuluu. Oletamme siis, ettd T
toimii néin kaikkien M :n alkioiden kohdalla. T#llaisessa tapauksessa
sanomme, ettid T ratkaisee pdditdsongelman M', M" .

Jos jollekin pé#itosongelmalle M’, M on mahdollista kirjoit-
taa sen ratkaiseva tietokoneohjelma, joka toimii polynomisessa
ajassa, sanomme, ettd M’,M" on polynominen. Polynomisten
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péadtosongelmien luokkaa merkitaén kirjaimella P.

8.5 Kauppamatkustajan ongelma

Tutkitaan seuraavaa péadtosongelmaa: On annettu joukko kaupun-
keja seké hinnat kaikkien kahden kaupungin vélisille matkoille. On
lisdksi annettu maksimihinta h. Kauppamatkustajan ongelma kuu-
luu: Voidaanko tehdéd kiertomatka, joka alkaa jostain kaupungis-
ta ja pddttyy samaan kaupunkin niin, ettd jokaisessa kaupungissa
kédyd&ddn kerran ja kierroksen yhteishinta on korkeintaan h?

Jos haluamme saada tdmén péadtosongelman edellisessad kappa-
leessa esitettyyn formalismiin, M’ siis kuvaa niitd systeemeji s (jos-
sain merkkijonokoodauksessa esitettyné; téissé siis s sisaltdd tiedot
kaupungeista, niiden vilisten matkojen hinnoista sekd maksimihin-
nan h), joille kyseisenlainen kiertomatka on olemassa, ja M" kuvaa
muita systeemejé.

Kukaan ei tied&, onko tdmé paidtosongelma polynominen, eli on-
ko nopein mahdollinen tdmé#n pa#dtosongelman ratkaiseva tietoko-
neohjelma polynominen. Lukijalla kdvi ehk#d mielessd, ettd ongel-
ma voitaisiin ratkaista kaymaélld kaikki mahdolliset reitit ldpi ja
katsomalla jokaisen reitin kohdalla, onko sen hinta korkeintaan h.
Syotteen pituuden kasvaessa téllaisen laskennan viemd aika kas-
vaa kuitenkin nopeammin kuin miké#n sy6tteen pituuden polynomi,
eli tdmé ei kelpaa polynomiseksi ratkaisuksi. Polynomisessa ajassa
tdman ongelman ratkaisevan tietokoneohjelman pitéisi siis olla huo-
mattavasti ovelammin laadittu.

Kuitenkin seuraavanlainen polynominen tietokoneohjelma T on
olemassa: Olkoon s kuten edelli ja k on kiertomatka systeemissé s.
T saa syotteenddn parin s,k ja ratkaisee, onko k sellainen kierros,
ettd sen hinta on korkeintaan h.
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8.6 Ei-deterministinen polynominen aika

Olkoon M’, M" piaitosongelma. Oletetaan, etté jokaiselle m € M’
on olemassa toinen merkkijono m’, jota kutsutaan m:m todistajaksi.
Sallimme myos sen, ettd merkkijonolla voi useita todistajia. Lisdksi
oletamme, ettd m:n lyhyimmén todistajan pituus on korkeintaan
joku m:n pituuden polynomi. Lisiksi oletamme, ettd jos m € M,
m:1l4 ei ole todistajia.

Esimerkiksi Kauppamatkustajan ongelma on téllainen
padtosongelma: Systeemin s todistaja on kiertomatka k, jonka
hinta on korkeintaan h.

Sanomme, ettd M’,M"” on ei-deterministinen polynominen
paatosongelma, jos on olemassa polynomisessa ajassa toimiva tie-
tokoneohjelma T, joka saa sydtteenddn parin m,m’ ja ratkai-
see, onko m’ jonon m todistaja. Ei-determinististen polynomisten
padtosongelmien luokkaa merkitdan N P. Kuten edellisen luvun vii-
meisessd kappaleessa totesimme, Kauppamatkustajan ongelma on
ei-deterministinen polynominen p#atosongelma.

Huomautamme, etté jos M', M on ei-deterministinen polynomi-
nen paidtosongelma, on olemassa tietokoneohjelma 7', joka ratkaisee
taman padtosongelman, joskin epérealistisen hitaasti. 7" muodoste-
taan seuraavasti: Olkoon ) polynomi siten, ettd jos m on pituutta
n oleva sydte, jolla on todistaja, m:114 on korkeintaan pituutta Q(n)
oleva todistaja. Nyt, kun tietokoneohjelmalle 7" annetaan sytte m,
se kiy kaikki korkeintaan pituutta Q(n) olevat merkkijonot lipi ja
kokeilee jokaisen kohdalla, onko kyseessd m:n todistaja. Sydtteen
pituuden kasvaessa téllaisen laskennan viemé aika kasvaa kuitenkin
nopeammin kuin mikéédn syttteen pituuden polynomi, eli tdmé ei
kelpaa polynomiseksi ratkaisuksi.

Sivuhuomautuksena vield mainittakoon, ettd nimitys ei-
deterministinen polynominen tulee siité, etta téllaiset ongelmat voi-
daan ratkaista polynomisessa ajassa kuvitteellisilla tietokoneohjel-
milla, jotka toimivat ”ei-deterministisesti” eli osaavat arvata oikein.
N P-paatosongelma voidaan ratkaista ei-deterministisesti niin, etté
ensin arvataan oikein todistaja ja sen jdlkeen tarkastetaan polyno-
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misessa ajassa, ettd arvattiin oikein.

8.7 Onko P= NP?

Nyt saamme muotoiltua P = N P-kysymyksen. Se siis kysyy, onko
luokka P sama kuin luokka N P. Jos T on jonkin pdidtésongelman
M', M ratkaiseva polynominen tietokoneohjelma, voidaan ajatella,
ettd jokaisen M':uun kuuluvan syétteen todistaja on tyhji merkki-
jono, joten T toimii my0s ei-deterministisessd polynomisessa ajassa.
Siis P sisdltyy luokkaan N P. Kysymys siis kuuluu: Voidaanko jo-
kainen ei-deterministinen polynominen péiatosongelma ratkaista po-
lynomisessa ajassa, siis ohjelmalla, joka saa syotteekseen vain alku-
peréisen syttteen eiké todistajakandidaattia? Kukaan ei tieda. Ylei-
sesti uskotaan, ettd ndmé kaksi luokkaa ovat eri, mutta kukaan ei
osaa todistaa, ettd kaikkia N P-ongelmia on mahdotonta ratkaista
polynomisessa ajassa.

Sen verran kuitenkin tiedetdén, ettd jos Kauppamatkustajan on-
gelma saataisiin ratkaistua polynomisessa ajassa, ratkaisusta osat-
taisiin muokata minkéd tahansa N P-paddtosongelman polynominen
ratkaisu. Téllaisia N P-padtosongelmia, joiden polynominen ratkai-
su ratkaisisi P = NP -kysymyksen kertaheitolla on muitakin. Esi-
merkking téllaisesta mainittakoon seuraava:

Esimerkki 3 Miinaharava-pelin tilanteella tarkoitamme mielival-
taisen kokoista Miinaharava-pelin tilannetta, jossa osa ruuduista on
avattu ja osa avaamatta, ja kussakin avatussa ruudussa on numero,
Jjoka voi olla myés nolla. Liséksi tilanteessa on asetettu lippuja osaan
niistéd ruuduista, joissa on miina. On my6s mahdollista, ettd yhtdin
lippua ei ole asetettu. Oletamme kuitenkin, ettd liput on asetettu
oikein, eli jokaisessa sellaisessa ruudussa, jossa on lippu, on myos
miina.

Nyt pédédtosongelmamme on seuraava: On annettu Miinaharava-
pelin tilanne. Onko olemassa (muiden kuin liputettujen) miinojen
sellaisia sijainteja, ettd ne sopivat annettuun tilanteeseen?
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8.8 Lopuksi

NP ei suinkaan ole vaikeimpien mahdollisten péatésongelmien luok-
ka. On olemassa p#adtosongelmia, jotka ovat ratkaistavissa tietoko-
neella?, mutta jotka ovat niin vaikeita, etté ne eiviit kuulu edes luok-
kaan N P. Paatosongelmille on mééaritelty paljon muitakin luokkia
kuin P ja NP, ja P = NP -kysymyksen lisdksi my6s paljon muita
luokkia koskevia kysymyksid on vastaamatta. P = NP -kysymys on
pelkastdan néistd kuuluisin.

On olemassa myos péadtosongelmia, joita mikddn tietokoneohjel-
ma ei ratkaise. Téllaisiin tutustuimme edellisessé kirjoitelmassa.

8.9 Pahkinoita

1.

Olkoon f: N — N funktio, jolle on olemassa polynomi @ ja
luonnollinen luku ng siten, ettd f(n) < Q(n) aina, kun n > ng.
Osoita, ettd on olemassa polynomi R siten, ettd f(n) < R(n)
kaikilla n € N. (Tamé tehtévé osoittaa, ettd tdssi kirjoitel-
massa annettu polynomisen aikavaatimuksen mééritelmé on
yvhtéapitava kirjallisuudesta yleisemmin 16ytyvin méaritelmén
kanssa.)

. Tutkitaan Esimerkissd 3 esitettyd Miinaharavaa koskevaa

padtosongelmaa. Osoita, ettd kyseinen ongelma kuuluu luok-
kaan NP.

. Osoita, ettd jos Esimerkissd 3 esitetty Miinaharavaa koske-

va péidtosongelma saataisiin ratkaistua polynomisessa ajas-
sa, saataisiin polynomisessa ajassa ratkaistua myos seuraava
piadtosongelma: On annettu Miinaharava-pelin tilanne ja sul-
jettu ruutu r. Onko varmaa, ettd ruudussa r ei ole miinaa?

. Osoita, ettd jos Esimerkissd 3 esitetty Miinaharavaa koske-

va pa#tosongelma saataisiin ratkaistua polynomisessa ajas-

2Joskin kdytinnén kannalta epérealistisen hitaasti.
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sa, saataisiin polynomisessa ajassa ratkaistua myos seuraava
padtosongelma: On annettu Miinaharava-pelin tilanne ja sul-
jettu ruutu r. Onko varmaa, ettd ruudussa 7 on miina?

5. Onko P = NP?
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Luku 9

Heittaydytiaanpa
filosofisiksi

9.1 Johdanto

Filosofit ovat kehitelleet teorioitaan kaikesta mahdollisesta. Jotkut
filosofit ovat kehitelleet teorioitaan myos matematiikasta. Tyypillisid
kysymyksié, joista filosofit ovat matematiikassa kiinnostuneet, ovat
esimerkiksi seuraavat:

e Mitéi matemaattiset oliot (luvut, vektorit, lukujoukot kuten R
ym.) tarkalleen ottaen ovat?

e Missa mielessi todet matemaattiset viitteet ovat tosia?

e Missd méarin ihmiset voivat luotettavasti hahmottaa
ddrettomyytta, esim. ddrettéomii lukujoukkoja?

Filosofit harvoin ovat yksimielisii mistéén, ja tdmé pétee myos
matematiikkaa koskeviin filosofisiin kysymyksiin. Téssa kirjoitel-
massa esittelenkin muutamia matematiikanfilosofisia koulukuntia, ja
heidén vastauksiaan ylldmainittuihin kysymyksiin.
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9.2 Platonismi

Platon oli antiikin Kreikassa elédnyt filosofi. Platonin filosofialle omi-
naista oli se, ettd hidn uskoi todellisimmassa mielessd olemassao-
leviksi sellaiset asiat kuten hyvyys, kauneus ja totuus. Naitd kol-
mea han kaytti esimerkkeiné tosiolevasta, mutta samaan kategori-
aan voidaan lukea kaikki ominaisuudet tai yleiskésitteiden kuvamat
abstraktit asiat kuten punaisuus ja pyoreys. Ne yksittéiset asiat, joi-
ta havaitsemme aistein arkieldm&ssdmme olivat Platonille vain to-
siolevan epatdydellistd heijastumaa.

Mietitdéan lukua kaksi. Se voidaan kirjoittaa arabialaisin nume-
roin 2, roomalaisin numeroin II, sanallisesti kaksi tai englanniksi two.
Kuitekin néilld ilmauksilla, 2, T1, kaksi ja two on jotain yhteisté. Te-
kisi mieli ajatella, ettd ndma ilmaukset kaikki nimeévét saman olion,
abstraktin luvun kaksi. Lukua on vaikea ajatella merkkiné paperilla,
koska t&lloin néyttéaisi silté, ettd jonkun neljéstd mainitusta ilmauk-
sesta pitdisi olla ”oikea” kakkonen. Ennemmin kuitenkin n&ayttaa
siltd, ettd nuo neljd ilmausta ovat yhté oikeita nimié jollekin, joka
on enemmén kuin mikédén néistd ilmauksista.

Ajatellaan sitten sellaista matemaattista oliota kuin téaydellisen
pyoredd ympyria. Matemaatikot operoivat silld tdysin rutiininomai-
sesti, mutta fysikaalisesta maailmasta ei sellaista 10ydy. Yrittipa
valmistaa kuinka pyoredn kiekon tahansa, siithen jd&i aina pienié
epéitasaisuuksia. Taydellisen pyored ympyrd onkin idealisoitu, teo-
reettinen olio.

Matemaattiset oliot kuten luvut, vektorit, lukujoukot ja
taydellisen pyoredat ympyréat voidaan siis ajatella samalla tavoin ab-
strakteina, idealisoituina olioina kuin hyvyys, kauneus, totuus ja
punaisuus. Nyky&aén platonismiksi kutsutaankin matematiikanfiloso-
fian suuntausta, jonka mukaan on olemassa ” oikeasti olemassa oleva”
matemaattisten olioiden todellisuus, johon abstraktit matemaattiset
oliot kuuluvat.

Platonistien mukaan matemaattisten olioiden todellisuus on ikui-
nen ja ihmisesté riippumaton. Matemaattisten viitteiden totuus on
platonistille ongelmaton: Esimerkiksi vaite ” Alkulukuja on &éreton
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méard” on tosi, koska matemaattisten olioiden todellisuudessa on
ddreton médrd olioita, jotka ovat alkulukuja.

Suhtautuminen déirettémyyteen on samoin ongelmatonta: Vaik-
ka ihmisen hahmotuskyky samoin kuin arkimaailma on &é&rellinen,
ei ole mitddn periaatteellista estettd, miksei ihmisesté ja arkitodel-
lisuudesta irrallisessa matemaattisten olioiden todellisuudessa voisi
olla ddrettomié olioita, esimerkiksi reaalilukujen joukko R.

Lukijasta ylldmainittu filosofia voi tuntua kummalliselta, ja mi-
nustakin on kummallista, ettd filosofit ovat tosiaan véiittelleet siiti,
ovatko sellaiset asiat kuten punaisuus ja pyoreys oikeasti olemassa.
Mitéd annettavaa platonismilla on siis matemaatikolle?

Vastaus kuuluu: Tyoskennellesséén suurin osa ammattimatemaa-
tikoista ajattelee matemaattisia olioita ikd#n kuin ne olisivat juu-
ri sellaisia kuin platonistit vaittavat! Tamé on yksinkertaisesti te-
hokkain tapa loytaid péatevid todistuksia. Olen kuullut myos huhuja
matemaatikoista, jotka ajattelevat kaavoja, eivit abstrakteja mate-
maattisia olioita, mutten kykene itse hahmottamaan, kuinka ndmé
myyttiset kaavamatemaatikot pystyvét tyoskenteleméin.

Sunnuntaikristittyjen liséiksi olenkin kuullut puhuttavan sunnun-
taiformalisteista. Sunnuntaiformalisti on matemaatikko, joka arkisin
kéaytannossd tyoskentelee platonistisista lahtokohdista késin, mut-
ta sunnuntaisin, tehdessididn matematiikanfilosofiaa, omaksuu jon-
kun muun matematiikanfilosofian koulukunnan kannan, esimerkiksi
formalismin.

9.3 Formalismi

Mité maallikolle tulee mieleen, kun joku sanoo sanan matematiikka?
No kaavat. Formalismi onkin matematiikanfilosofinen kanta, jonka
mukaan platonistin abstrakteja matemaattisia olioita ei ole olemas-
sa, vaan matematiikassa on kyse kaavoista ja niiden manipuloimi-
sesta.

Mité kaavojen manipulointi sitten tarkoittaa? Lukijalle lienee
tuttua, ettii esimerkiksi kaavan (z + 1)? saa purkaa muotoon z? +
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2x+1. Matematiikassa on paljon téllaista kaavamanipulaatiota, mut-
ta voidaanko koko matematiikka esittdd téllaisena?

Formalisti tyypillisesti ajattelee matematiikan ldhtevéan liikkeelle
aksioomista, jotka voidaan ilmaista kaavoina. Matematiikan tekemi-
nen on formalistin mielesté sitd, ettd aksioomista péitelladn uusia
kaavoja, teoreemoja, padttelysddntojen mukaan. Pédttelysdantojen
pitdd olla sellaisia, ettd ne ovat esitettédvissé yksinkertaisena merk-
kijonomanipulaationa.?

On ollut jo yli sata vuotta tiedossa, ettd alkeislogiikan?
padttelysaannot voidaan esittédd yksinkertaisena merkkijonomanipu-
laationa. Esimerkiksi véitteestd ” A ja B” voidaan padtelld viite 7 A”,
ja samoin viite "B”. Muut alkeislogiikan pédattelysdannot ovat sa-
manhenkisié, jotkut ehkéd hiukan monimutkaisempia.

Ehké térkein aksioomien ominaisuus on se, ettd aksioomien
taytyy olla ristiriidattomat, eli sellaiset, ettd niistd ei voida
padtella ristiriitaa. Formalisti tyypillisesti pitddkin matemaattises-
ti tasa-arvoisina kaikkia ristiriidattomia aksioomasysteemeji. Mui-
ta tédrkedmdiksi jonkun tietyn aksiomatisoinnin voi tehd& joku ei-
matemaattinen syy, esimerkiksi se, ettd fyysikko tarvisee tyodssadn
tietynlaista matematiikkaa.

Matemaatikon on teoreettisesti mahdollista olla formalisti,
koska suurin osa kdytdnnossid tehdystd matematiikasta palau-
tuu joukko-oppiin. Melkein mité tahansa matematiikkaa voidaan
tehdéd joukko-opin ZFC-aksioomista késin, kéyttden alkeislogiikan
piattelysddntojd padttelysdantoind. Ongelma vain on siiné, ettd osa-
taan todistaa, ettd ZFC-aksioomien ristiriidattomuutta ei voida to-
distaa, joten formalistille ja4 aina pieni epailyksen siemen koskien
niiden ristiriidattomuutta.

Adrettdmyys on formalistille ongelmatonta. Hin voi kirjoittaa

1Olennaista on, etts aksioomat, teoreemat ja piittelyt voidaan haluttaessa
ilmaista kaavoina ja kaavamanipulaatioina. On yhdentekevii, ilmaistaanko ne
kaytdnnossd luonnollisella kielelld vai kaavoilla, kunhan ne voitaisiin haluttaessa
ilmaista kaavoina.

2 Alkeislogiikalla tarkoitan tissi ensimmiisen kertaluvun predikaattikalkyy-
lia.
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aksiooman, joka esimerkiksi sanoo, ettd déretén joukko on olemas-
sa, ja téllaista aksioomaa voi kéyttdd kuten muitakin aksioomia.
Formalistin aksioomat ja uusien kaavojen johdot ovat dérellisid ope-
raatioita dérellisilla merkkijonoilla, joten t&lla tavoin formalisti on-
nistuu kiertdméan darettomyyttd koskevat ongelmat.

Formalismin ongelma on matemaattisten véitteiden totuus. Tut-
kitaan esimerkiksi viitetta ” Alkulukuja on d#retén médira.” Forma-
listin mielestd tamaé véite ei ole sananmukaisesti tosi, koska sellai-
sia olioita kuin alkulukuja ei ole olemassakaan. Formalisti joutuukin
uudelleentulkitsemaan véitteen véitteeksi ” Aksioomistani voi joh-
taa vaitteen Alkulukuja on ddretén mdadrd.”, ja vasta tAma véite on
sananmukaisesti tosi. Puhuessaan muiden matemaatikkojen kanssa
matematiikasta formalisti joutuukin koko ajan salaa ajattelemaan,
ettd hén tarkoittaa hiukan jotain muuta kuin mitd hén sanoo déneen.

Toinen formalismin ongelma on se, ettéd tehdessddn matematiik-
kaa monet matemaatikot tosiaan ajattelevat abstrakteja matemaat-
tisia olioita, eivét kaavoja, ja formalistinen matematiikanfilosofia ei
oikein selité, kuinka tdmé& on mahdollista. Helsingin yliopiston mate-
matiikan laitoksen entinen johtaja Jouko Va#n&nen onkin sanonut,
ettd matemaatikolle formalismi on ldhinné tapa pédéstd eroon filoso-
feista. Kun filosofi tulee kyselemédén matemaatikolta kiusallisia kysy-
myksid matematiikanfilosofiasta, matemaatikko voi vastata: ”Miné
vain raapustelen néitd kaavoja liitutaululle. Jat&4 minut rauhaan.”

9.4 Fiktionalismi

Fiktionalismia on montaa lajia, ja alla késittelen Mark Balaguerin
fiktionalismia.

Platonismin ongelma on se, ettd platonistit olettavat
epaméaraisia ”oikeasti olemassa olevia” abstrakteja matemaattisia
olioita. Formalismissa taas oli muita ongelmia. Kuinka platonismin
hyvét puolet voitaisiin séilyttdé, kuitenkin niin, ettei epaméériisia
olemassaoloviitteitd tarvittaisi? Erds ratkaisuehdotus on fiktiona-
lismi. Fiktionalismin mukaan matematiikassa on kyse abstrakteista
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matemaattisista olioista ja niiden ominaisuuksista, mutta ndméi
matemaattiset oliot ovat fiktiivisia.

Ensimméinen mieleen tuleva kysymys on tietysti se, ettd mité
opetettavaa fiktiivisten olioiden pyorittelylld olisi meille, jos mate-
matiikassa on siitd kyse. Kuitenkin muista yhteyksistd tieddmme,
ettd fiktio on joskus hyvinkin opettavaista. Esimerkiksi Orwelliin
romaani 1984 on aivan loistava varoitus totalitarismin vaaroista. Sa-
moin fyysikkojen kilon painoista pisteméaista kappaletta ei ole oikeas-
ti olemassa, mutta sitd voidaan hyvinkin kayttda havainnollistavana
esimerkkiné fysiikassa. Néin ollen en itse ole yhtdan sitd mielté, etté
matemaattisten olioiden pitdminen fiktiivisind vahentdisi matema-
tiikan arvoa.

Adrettémyys on tietysti fiktionalistille ongelmatonta. Mikéin
ei estd fiktionalistia kuvittelemasta &arettomid joukkoja. Samoin
kdytdnnon matemaatikon tyoskentely abstraktien matemaattisten
olioiden parissa on filosofisesti ongelmatonta: Matemaatikko kuvit-
telee matemaattiset oliot!

Toisin kuin formalisti, fiktionalisti ei joudu uudelleentulkitse-
maan matematiikan lauseita, vaan hinelle ” Alkulukuja on &ireton
madrd” tosiaan tarkoittaa sitéd, ettd alkulukuja on d#dreton méara.
Onko viite sitten fiktionalistille tosi vai epétosi onkin hiukan kink-
kisempi juttu. Ainakin se on yhté tosi kuin ne kaikkien tuntemat to-
siasiat, ettd Joulupukilla on valkoinen parta, ja ettd Frodo Reppuli
on kotoisin Konnusta.

Mark Balaguerin mukaan tietyt platonismin alalajit ja hdnen ver-
sionsa fiktionalismista tulevat hyvin ldhelle toisiaan. Ero on vain ma-
temaattisten olioiden ”todellisessa” olemassaolossa, mitd Balaguer
pitdd hyvin vih&merkityksisend kysymyksené.

On myo6s huomattava, ettd platonisti, formalisti ja Balaguerlai-
nen fiktionalisti kaytdnnossd hyviksyvit péateviksi tdsmélleen sa-
mat matematiikan tulokset, ja ndméa tulokset ovat myo6s ne, jot-
ka ei-filosofisesti suuntautuneet matemaatikot hvéksyvit. Seuraa-
vaksi esittelen kaksi matematiikanfilosofian koulukuntaa, jotka eivit
hyvaksy péateviksi kaikkia matemaatikkojen hyviksymid matematii-
kan tuloksia.
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9.5 Finitismi

Ryhdy mielessési laskemaan yksi, kaksi, kolme, nelji, ... Kuinka
pitkélle péaasit? Ehka sataan? Et ainakaan pédssyt loppuun as-
ti; et luetellut kaikkia luonnollisia lukuja. Mielesi on rajoittunut
ddrelliseen. Lahde nyt juoksemaan. Kuinka pitkélle paasit? Juok-
sit ehké kilometrin tai kaksi. Et kuitenkaan pééssyt &drettomén
pitkélle. Myos arkimaailmamme on rajoittunut dérelliseen.

Mielemme tai se maailma missd elamme, ei tavoita ddretonté.
Kuinka téllaisessa tilanteessa voisimme tuntea &darettomyyden ja
operoida silld pétevisti? Finitistisen matematiikanfilosofian koulu-
kunnan mukaan et voikaan. Finitistien mielesté ainoastaan dérellisté
késittelevd matematiikka on patevaé.

Finitismi on kuitenkin hankala matematiikanfilosofia matemaa-
tikolle, koska &d#rettomyyteen térméaéd lahes kaikkialla modernissa
matematiikassa. Lukujoukot ovat darettomid, darettomia lukujonoja
tarvitaan ldhes kaikkialla, ja jopa yksikkovélilld [0, 1] on dérettomén
monta pistettd. Derivaatta mééritellddn erotusosaméairan raja-
arvona, ja raja-arvo puolestaan direttomén ldhestymisen avulla.

Finitistit siis pelaavat ”varman péélle”. He hyvéaksyvét vain sel-
laisen matematiikan joka on ihan satavarmasti patevii, mutta sa-
malla he pelaavat lilan varman péélle: He menettavéat modernin ma-
tematiikan ddrettomyyksié koskevat tulokset. Finitismi ei siis selitd
sitd, kuinka on mahdollista, ettd matemaatikot kuitenkin pystyvit
kédytdnnossa taysin ongelmattomasti késitteleméan darettomyyksia.

9.6 Intuitionismi

Mitd matemaatikot tekevit tyokseen? He ajattelevat matemaattisia
olioita ja mielessdén todistavat niille tuloksia. Intuitionistisen koulu-
kunnan filosofit 1dhtevit liikkeelle tasté. Intuitionismin mukaan ma-
tematiikassa on kyse matemaatikkojen ajatuksista, niin sanotuista
mentaalisista konstruktioista.

Ajattele mielessiisi joukot A = {a,b,c} ja D = {d,e}. Ajatte-
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le seuraavaksi funktiota f: A — D; f(a) = f(b) = d, f(c) = e.
Hyvé. Suoritit juuri mentaalisen konstruktion. Konstruoit funktion
f. Katso sitten, onko funktion f kuvajoukko sama kuin D. Hyva.
Konstruoit juuri todistuksen sille, ettd f on surjektio.

Téllaista on intuitionistin mielestd matematiikka. Intuitionistit
eivit kuitenkaan vaadi, ettd matemaatikoiden on oltava muistihir-
vioitd, vaan he sallivat kynédn ja paperin kdyton muistin tukena,
joten paperilla laskeminen on intuitionistillekin mahdollista.

Intuitionistit suhtautuvat vakavasti ajatukseen, ettd mieli kyke-
nee hahmottamaan vain &irellisié asioita. Kuitenkin intuitionistit
sallivat jonkun verran dérettomid matemaattisia olioita, mutta eivét
niin paljoa kuin platonistit/formalistit/fiktionalistit. Intuitionistille
ddrettoméat matemaattiset oliot ovat nimittéin sellaisia, joiden kon-
struktiota voi halutessaan jatkaa niin pitkélle kuin haluaa.

Tutkitaan esimerkiksi lukujonoa (7;)ien, ¥; = 1/2¢. Intui-
tionistille tdmé& lukujono on tdysin kelvollinen, koska luetteloa
1,1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,1/64, ... voi jatkaa niin pitkille kuin ha-
luaa. Se, etté luetteloa jatkaessa paperi loppuu jossain vaiheessa uni-
versumista ei ole intuitionistille periaatteellinen este; konstruktioi-
ta tekevilld matemaatikolla intuitionistit yleensé tarkoittavat jon-
kunlaista idealisoitua matemaatikkoa, joka kykenee hahmottamaan
pelkéstadn ddrellistd, mutta kuitenkin kuinka suurta #érellistd ta-
hansa.

Siind missd platonisti puhuu olemassaolevista matemaattisista
olioista, intuitionisti puhuu konstruoiduista matemaattisista oliois-
ta. Téma tarkoittaa sité, etté intuitionisti saa operoida vain sellaisil-
la matemaattisilla olioilla, jotka hén on konstruoinut mentaalisesti,
tai viljemmin, joista on osoitettu, ettd ne olisi periaatteessa mah-
dollista konstruoida mentaalisesti.

Siind missi platonisti puhuu tosista matemaattisista vaitteisté,
intuitionisti puhuu todistetuista matemaattisista véitteista. Intuitio-
nisti saa olettaa todeksi vain sellaiset matemaattiset véitteet, jotka
on todistettu.

Viimeksi mainitut kaksi seikkaa saavat intuitionistin ja plato-
nistin mieltdméén alkeislogiikan eri tavoin. Tutkitaan esimerkiksi
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viitettd 7 A tai ei-A”. Platonistin mielestd tAmé on tosi véite. A on
nimittdin tosi tai epétosi. Jos A on epétosi, ei-A on tosi. Joka ta-
pauksessa siis toinen lauseista A ja ei-A on tosi, joten viite ” A tai
ei-A” on viistimétta tosi.

Jotta ” A tai ei-A” olisi intuitionistin mielestd todistettu, pitéisi
joko A:n tai ei-A:n olla todistettu. Jalkimméisen todistaminen tar-
koittaisi ristiriidan johtamista A:sta. On kuitenkin tdysin mahdol-
lista, ettd kumpaakaan néistd todistuksista ei ole tehty, ja on myss
taysin mahdollista, ettd kumpaakaan naista todistuksista ei ole edes
periaatteessa mahdollista tehd&, joten intuitionistin mielestd ” A tai
ei-A” ei ole samalla tavalla viistdmattd tosi lause kuin platonistin
mielesta.

Namé kaksi piirrettd, adrettomien matemaattisten olioiden
hyviaksyminen vain siind tapauksessa, ettd ne on mahdollista kon-
struoida, ja platonistia heikompi alkeislogiikka aiheuttavat sen, etta
intuitionistit eivét hyviksy suurta osaa nykymatematiikan tulok-
sista. Intuitionismin suurin ongelma onkin se, ettd intuitionisti-
sesti oikeaoppinen matematiikka on mopo: Siind voidaan todistaa
vihemmaén kuin platonistin matematiikassa, ja todistukset ovat vield
usein tyolaampid.

9.7 Loppusanat

Filosofiassa harvoin on lopullisia vastauksia. Kaikilla yllamainituilla
koulukunnilla on vahvuutensa ja heikkoutensa, ja jokaista ovat kan-
nattaneet ihan jarkeviatkin ihmiset. Fiktionalismia lukuunottamatta
kaikki yllamainitut koulukunnat ovat jo vanhoja ja vakiintuneita,
ja uusiakin tulokkaita koulukunniksi on, vaikkei niitd olekaan téssa
kéyty lapi.

Itse olen nyky#in taipuvainen kannattamaan fiktionalismia. Syy
tdhén on se, ettd fiktionalismi ja platonismi ovat ne kaksi koulu-
kuntaa, jotka parhaiten vastaavat sitd, mitd matemaatikot oikeasti
tekeviit, ja fiktionalismilla on platonismia vihemmén ontologista (eli
olemassaoloa koskevaa) painolastia.
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Intuitionismi on idealtaan kiehtova, matematiikka ja matemaa-
tikon mieli ovat perustavalla tavalla kytkoksissé toisiinsa. Kuiten-
kin kaikkein mielenkiintoisinta matematiikkaa on mielesténi juuri se
monimutkaisilla ddrettomyyksilld pelaava matematiikka, jota intui-
tionismi ei hyvéksy. Ja intuitionistien vastavéitteistd huolimatta sel-
laistakin matematiikkaa onnistutaan tekeméén ilman, ettd ongelmia
kédytdnnossa esiintyy.

9.8 Kirjallisuutta

e Benacerraf ja Putnam [5]. Témé on kattava kokoelma 1900-
luvun téarkeimpia artikkeleita matematiikanfilosofiasta.

e Balaguer [6]. Tdmé on suosikkikirjani matematiikanfilosofias-
ta, ja tdmén kirjoitelman luvussa Fiktionalismi esittdméni Ba-
laguerin fiktionalismi perustuu tdhén kirjaan.

e Heyting [7]. Kirjassa kehitetdin perusmatematiikkaa intuitio-
nistisista 1ldhtokohdista kasin.
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Luku 10

Hex-pelin
matematiikkaa

10.1 Johdanto

Hex on kahden pelaajan strategiapeli, jonka ovat keksineet toisis-
taan riippumatta matemaatikot Piet Hein ja taloustieteen Nobe-
linkin saanut John Nash'!. Peli on siitd mielenkiintoinen, etti sité
on mahdollista analysoida matemaattisesti aika pitkélle, mutta ei
kuitenkaan niin pitkélle, ettd kdytdnnon pelaaminen olisi orjallista
kaavojen seuraamista.

Tasséd kirjoitelmassa esittelemme Hexin ja todistamme muuta-
man pelié koskevan teoreeman. Esityksemme perustuu osin teokseen
Browne [3].

! Anekdootin mukaan Nashin keksimini peli tunnettiin nimelld John (englan-
ninkielinen slangi-ilmaus vessalle), koska pelilauta muistuttaa vessan lattian laa-
toitusta.
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Kuva 10.1: 4 x 4-lauta

10.2 Hexin sdannot

Hexia pelataan timantinmuotoisella pelilaudalla, jolla on kuusikul-
mioista koostuva ruudutus (nk. heksaruudutus). Kaksi vastakkaista
pelilaudan sivua on merkitty mustiksi ja toiset kaksi vastakkaista si-
vua valkoisiksi. (Katso kuva 1.) Piet Hein suositteli peliin 11 x 11
kuusikulmiosta eli heksasta koostuvaa lautaa, joka on nykyisin ylei-
simmin kaytetty ja John Nash puolestaan 14 x 14 heksasta koostuvaa
lautaa. Allekirjoittaneen suosikkikoko on 13 x 13.

Toinen pelaaja pelaa mustilla pelinappuloilla ja toinen valkoisil-
la. Pelinappuloita oletetaan olevan tarpeeksi niin, etta ne eivét voi
loppua kesken.

Peli alkaa tyhjiltd laudalta. Vuorollaan pelaaja asettaa yhden
uuden omanvérisensid pelinappulan johonkin pelilaudan vapaaseen
kuusikulmioon.

Pelin voittaa se pelaaja, joka saa yhdistettyd omanvérisensé pe-
lilaudan sivut omanvérisistéd, vierekkéisisséd heksoissa sijaitsevista
nappuloista koostuvalla nappulaketjulla. Voittava ketju saa mutki-
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Kuva 10.2: Mustan voittopolku. Yli- ja alalaidat on yhdistetty.

tella kuinka paljon tahansa, kunhan se yhdistdi sivut. (Katso kuva
2.) Laudan kulmaheksojen katsotaan kuuluvan kumpaankin vierei-
seen sivuun.

10.3 T&ayden informaation pelit

Tarkoitamme tdyden informaation pelilla lauta- tai vastaavaa pelid,
joka toteuttaa kaikki seuraavat ehdot:

e Pelissi el ole satunnaisuutta (kuten nopanheittoa).

e Pelissii el ole tietoa, jonka vain osa pelaajista tietdisi (kuten
pelaajan kidessi olevat kortit.)
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e Pelaajat tekevit siirrot vuorotellen. (Pelissé ei siis ole kivi-
sakset-paperi -pelin tyyppistd yhtaikaista siirtojen valitsemis-
ta.)

Siis esimerkiksi shakki, go ja hex ovat tdyden informaation pelejé.

Voittostrategialla tarkoitamme menetelméé, jota seuraamalla pe-
lin voittaa varmasti, yrittipd vastustaja panna kampoihin kuinka
kovasti tahansa. Tasapelistrategia tarkoittaa strategiaa, jota seuraa-
malla saa aikaan varmasti joko voiton tai tasapelin.

Voidaan todistaa seuraava teoreema. Todistus jatetddn vaikeah-
koksi harjoitustehtévéksi. Tehtdvad tosin kannattaa yrittdd vasta
siiné vaiheessa, kun on lukenut tdmén kirjoitelman loppuun ja saa-
nut jonkunlaisen kuvan siitd, kuinka téllaisia asioita voidaan todis-
taa.

Teoreema 1 Adrellisessd, kahden pelaajan tiyden informaation pe-
lissd jommalla kummalla pelaajalla on voittostrategia tai kummalla-
kin on tasapelistrategia.

Shakki on darellinen peli, koska shakissa on séénto, jonka mukaan
peli on tasapeli, kun laudan asema on toistunut kolme kertaa. Nain
ollen meilla on tulos, jonka mukaan shakissakin jommalla kummalla
pelaajalla on voittostrategia tai kummallakin on tasapelistrategia. Fi
kuitenkaan tiedeté, mikd kyseisistd vaihtoehdoista patee. On myos
mahdollista (ja jopa luultavaa), ettd kyseiset strategiat ovat niin
monimutkaisia, ettd ihmiset eivit koskaan tule tuntemaan niité.

Edellisen tuloksen nojalla my6s Hexissd jommalla kummalla on
voittostrategia tai kummallakin on tasapelistrategia. Hexistd tie-
detdén kuitenkin hiukan enemménkin, ja téatd késittelemme seura-
vassa luvussa.

Teoreemalle saadaan helposti seuraava korollaari:

Korollaari 2 Jos edellisessi teoreemassa peli ei voi padttyd tasape-
litn, jommalla kummalla on voittostrategia.
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Huomautamme, ettd pelin dérellisyysehto on my6s olennainen.
On olemassa monimutkaisia joukko-opillisia kahden pelaajan tdyden
informaation pelejé, jotka toteuttavat seuraavat kaikki ehdot:

e Pelissi tehdddn yhteensi ddreton jono siirtoja ja voittaja rat-
kaistaan téllaisen dédrettomén siirtojonon perusteella.

e Jokainen peli pddttyy jomman kumman pelaajan voittoon.
e Kummallakaan ei ole voittostrategiaa.

Jos téssi pelaajat ovat A ja B, jokaiselle A:n strategialle 16ytyy siis
B:n strategia, joka voittaa sen, ja jokaiselle B:n strategialle 16ytyy
A:n strategia, joka voittaa sen.

10.4 Hexin perustulokset

Téssa luvussa todistamme, ettd Hex-peli ei voi padttyéa tasapeliin. Tt-
se asiassa todistamme vahvemman tuloksen, jonka mukaan tédyteen
pelatulla laudalla toisella ja vain toisella pelaajalla on voittopol-
ku. Todistamme my0s, ettd Hexissd voittostrategia on pelin aloit-
tajalla. Tamé& tulos on kuitenkin teoreettinen olemassaolotulos, ja
kéytdannon voittostrategiaa ei tunneta.

Teoreema 3 Hez-peli ei voi pddttyd tasapeliin.

Todistus: Oletetaan, ettd lauta on pelattu tdyteen. Osoitamme,
ettd téssé tilanteessa toisella ja vain toisella pelaajalla on voittava
nappulaketju. Teknisistd syistd oletamme, ettd myo6s laudan ulko-
puolella on nappuloita, mustien sivujen vieressi mustia ja valkoisten
sivujen vieressd valkoisia.

Oletetaan, ettéd ala- ja yldsivut ovat mustia ja oikea ja vasen sivu
valkoisia.

Muodostamme tésséd todistuksessa polun, joka kulkee heksojen
vilisid reunaviivoja pitkin niin, ettd kaikissa kohdissa polun vasem-
malla puolella on valkea nappula ja polun oikealla musta nappula.
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Téssé siis oikea ja vasen madritelladin suhteessa polkua kulkevaan
henkil66n. Huomautamme, etté jos olemme muodostaneet polkua n
askelta ja tulleet kolmen heksan leikkauspisteeseen, voimme aina jat-
kaa polkua. Jos edessé on valkea nappula, jatkamme polkua oikealle
ja jos edesséd on musta nappula, jatkamme polkua vasemmalle.

Aloitamme polun laudan vasemmasta alanurkasta. Jos siind on
valkoinen nappula, aloitamme sen alapuolelta (t#llsin aloituspisteen
alla on musta nappula laudan ulkopuolella), ja jos siind on musta
nappula, aloitamme sen vasemmalta puolelta (jolloin sen vasemmal-
la puolella on valkea nappula laudan ulkopuolella). Jatkamme polkua
kunnes torméddmme laudan ylé- tai oikeaan laitaan. Edellisen kappa-
leen perusteella polkua voidaan jatkaa nain. Jos tormédimme laudan
yldlaitaan, polun oikealla puolella on voittava musta ketju, ja jos
tormadmme oikeaan laitaan, polun vasemmalla puolella on voittava
valkea ketju. Siis jommalla kummalla pelaajalla on voittava ketju.
(Polusta katso kuva 3).

Polkumme tosiaan péatyy lopulta joko oikeaan tai ylédlaitaan. Se
el nimittdin voi paattyd silmukkaan, koska t&lloin silmukan lopussa
olisi vadrdnvarisia nappuloita polun oikealla tai vasemmalla puolen.

Perustelemme vield sen, ettd polun toisella puolella on tosi-
aan voittava ketju. Oletetaan, ettd tormésimme yldlaitaan. (Jos
tormésimme oikeaan laitaan, todistus menee samoin.) Jokaisen pol-
kuun kuuluvan heksan sivun oikealla puolella on musta pelinappula.
Koska kahdella perédkkaisella polkuun kuuluvalla heksan sivulla on
yhteinen kérki, yhteinen kérki on myo6s niilla perdkkaisilla heksoil-
la, joissa on mustat pelinappulat. Kyseisilla heksoilla on my6s yh-
teinen sivu, koska heksalaudalla kahdella heksalla on yhteinen sivu,
jos niilld on yhteinen kérki. Siis edellimainittu musta ketju koostuu
heksoista, joista kahdella perdkkiiselld on aina yhteinen sivu, joten
kyseesséd on voittoketju.

Lisdksi havaitsemme, ettd voittava ketju jakaa pelilaudan kah-
tia niin, ettd tilanne, jossa kummallakin on voittava ketju on
mahdoton.[]

Todistuksessa mainitut seikat tarkoittavat sitd, ettd ainoa kei-
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Kuva 10.4: Ristileikkaus.
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Kuva 10.5: Ruutulaudalla Hex voi péattya tasapeliin.

no blokata vastustaja Hex-pelissi on muodostaa oma voitta-
va ketju. Kaytdnnon pelissié tdmé tarkoittaa sitd, ettd Hexissé
hyokkddminen (oman ketjun muodostaminen) ja puolustaminen
(vastustajan estdminen) ovat yksi ja sama asia.

Todistuksemme k&ytti olennaisesti hyvéikseen sité, ettd lautam-
me on heksalauta. Tata kaytetddn hyvéksi siind vaiheessa, kun to-
detaan, ettd polun jommalla kummalla puolella on voittava ketju.
Nelioruuduista koostuvalla laudalla olisi mahdollista tehdd nk. ris-
tileikkaus (kuva 4), joka estéisi voittavan ketjun syntymisen.

Ristileikkauksen avulla on mahdollista tehd& nelioruuduilla pe-
lattavalle Hex-pelille tasapelitilanne, joka on esitetty kuvassa 5.

Teoreema 4 Hez-pelissd ensimmdisend pelaavalla on voittostrate-
gia.

Todistus: Oletetaan, ettd toisena pelaavalla on voittostrategia S
ja johdetaan ristiriita. Ensimmaéisend pelaava muodostaa strategian
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S’ joka on muutoin sama kuin S, mutta siini mustan ja valkoisen
roolit on vaihdettu, ja lautaa on peilattu jomman kumman lavistdjan
suhteen niin, ettd sivujen véritykset vastaavat uusia pelaajien roo-
leja.

Nyt ensimméisend pelaava voi pelata seuraavasti: Han tekee en-
simmaéisen siirron mielivaltaisesti. Tdmén jidlkeen hin pelaa strate-
gialla S’ kuvitellen, ettei ole tehnyt ensimmaéisté siirtoaan. Jos héinen
jossain kohti pelié tdytyy tehdd S’:n mukaan ensimmaéinen siirtonsa,
hén lakkaa kuvittelemasta, ettei ole tehnyt ensimméisté siirtoaan,
tekee mielivaltaisen siirron ja kuvittelee jatkossa, ettei ole tehnyt
uutta mielivaltaista siirtoaan. Jos hinen tdytyy mychemmin tehd&
S’:n mukaan se siirto, jota hin ei kuvittele tehneensi, hin lakkaa
kuvittelemasta. . .

Koska S on voittostrategia, sitd on myos S’. Koska siité siirrosta,
jota ensimméinen pelaaja ei kuvittele tehneensa, ei ole ensimmaéisena
pelaavalle missééan tilanteessa haittaa, ensimmaéisenéd pelaava voit-
taa. Ristiriita sen kanssa, ettéd toisena pelaavalla on voittostrategia.

Koska kyseessé on &érellinen peli, joka ei voi pédédttya tasapeliin,
jommalla kummalla on voittostrategia. Koska edellisen argumentin
nojalla toisena pelaavalla ei ole voittostrategiaa, voittostrategia on
ensimmaéisené pelaavalla.[]

Samanlaisella argumentilla voidaan nédyttdd, ettd missd tahan-
sa adrellisesséi kahden pelaajan tdyden informaation pelissd, joka
ei voi padttyd tasapeliin, jossa pelaajien roolit ovat symmetriset
eiké siirrosta ole missddn tapauksessa siirron tekijille haittaa, on
ensimmaéisené pelaavalla voittostrategia. Jos muut ehdot péatevit,
mutta peli voi padttyd myos tasapeliin, samanlaisella argumentilla
voidaan nayttad, ettd joko ensimmaisens pelaavalla on voittostrate-
gia tai peli pddttyy optimaalisella pelilla tasapeliin.

Téssd on huomattava, ettd ensimméisen pelaajan voittostrate-
gia olemassaolon todistaminen on puhdas olemassaolotodistus: Se
kertoo, ettd ensimméisend pelaavalla on voittostrategia, mutta se
ei mitdédn siitéd, millainen tuo voittostrategia on. Hexin tapauksessa
sitd ei tiedetdkédn, joten kdytdnnon pelaaminen on mielekésté.
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10.5 Reilun pelin aikaansaaminen

Kuten edellisessé luvussa totesimme, ensimmaéisenéd pelaavalla on
teoreettinen etu. Pelikokemus on osoittanut, ettd ensimméisené pe-
laavalla on huomattava etu myos kiytannon peleissd. Tamén johdos-
ta Hex-pelin alussa kdytetddkin nk. kakunleikkaussdéntod (englan-
niksi pie rule), joka toimii seuraavasti:

e Ensimmaéisené pelaava tekee mustilla aloitussiirron.

e Tamién jalkeen toisena pelaava valitsee, pelaako hidn mustilla
vai valkoisilla.

e Tamén jalkeen peli jatkuu valkean pelaajan siirrolla ja sen
jilkeen normaalisti vuorotellen vérejé.

Téatéd protokollaa noudattaen ensimméisen mustan siirron ei kannata
olla liian hyva, vaan sellainen, ettd kummallakin siirron jalkeen suun-
nilleen yhtd hyvét voitonmahdollisuudet. Kakunleikkaussdanto on-
kin saanut nimensé operaatiosta, jossa jaetaan kakku kahteen osaan
niin, ettd ensimméainen ruokailija leikkaa kakun kahtia ja toinen ruo-
kailija valitsee kumman osan ottaa. Toinen osa jéa halkaisijalle.

Lukijalle jatetaéan harjoitustehtéaviksi osoittaa, ettd kiytettiessa
Hexissé kakunleikkaussdédntod on toisena pelaavalla teoreettinen
voittostrategia.

Jos toinen pelaajista on heikompi, ei kakunleikkaussdantoa
yleensa kaytetd, vaan heikompi pelaaja yksinkertaisesti aloittaa pe-
lin. Hanelld on teoreettinen etu, ja my6s jonkunasteinen kdytdnnon
etu. Koska voittostrategiaa ei tunneta, ei etu ole paremmalle pelaa-
jalle ylitsepadseméton.

Voisi olla houkutteleva idea antaa heikommalle pelaajalle tasoi-
tusta niin, ettd hin pelaa yld- ja alalaitoja yhdistéden, ja lauta on
tassé suunnassa kapeampi. Tamé idea ei kuitenkaan toimi, koska
talloin on olemassa tunnettu voittostrategia.

Teoreema 5 Oletetaan, ettd meilld on Hez-lauta, joka on pysty-
suunnassa n — 1 heksan kokoinen ja vaakasuunnassa n heksan ko-
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Kuva 10.6: Yl&- ja alasivuja yhdistdvén voittostrategia.

koinen. Tdlloin yld- ja alalaitoja yhdistdvdlld pelaajalla on tunnettu
voittostrategia, vaikka hdn pelaisi toisena.

Todistus: Merkitdéan laudan heksat kirjaimilla kuten kuvassa 6.

Oletetaan, ettd yli- ja alalaitoja yhdistdva pelaa toisena.

Nyt toisena pelaavan voittostrategia on se, ettd hén pelaa aina
heksaan, misséd on sama kirjain kuin vastustajan edellisenéd pelaa-
massa heksassa. Todistamme, ettd tdmé on voittostrategia.

Oletetaan, etté toinen pelaaja pelaa télla strategialla, ja tehdddn
vastaoletus, ettd ensimméisené pelaavalla on voittava ketju P. Ole-
tamme, etté ketju alkaa vasemmasta laidasta ja padttyy oikeaan lai-
taan. Voidaan olettaa, ettd voittoketju on minimaalinen niin, etté se
ei leikkaa itsedén. Olkoon h ketjun ensimméinen heksa, jossa ketju
kay joidenkin oikeanpuoleisten heksojen A, B tai C kautta. Olkoon
h' ketjun edellinen heksa. Koska h:ssa ja h':ssa ei voi olla samaa kir-
jainta, on h yldviistoon h';sta. Olkoon kA’ ketjun m:s nappula ja Q
ketjun m ensimméistd nappulaa. Olkoon R toisen pelaajan vastauk-
set Q:ta edustaviin siirtoihin ylldkuvaillulla voittostrategialla. Nyt
@ ja R muodostavat "pussin”, jonka sisélle h jad, eikéd voittoketju
voi edetd maaliinsa kulkematta sellaisen heksan lipi, jossa on R:n
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Kuva 10.7: Musta on pelannut valkean rastilla merkityn nappulan
pussiin.

nappula (mikd on mahdotonta sdédntdjen perusteella) tai Q:n nap-
pula (mikd on mahdotonta, koska oletimme, ettei voittoketju leikkaa
itsedéin.) (Pussi on kuvattu kuvassa 7.)

Siis ensimmaéisend pelaavalla ei voi olla voittoketjua. Koska peli
ei voi pédttyd tasapeliin, toisena pelaava voittaa, joten hénen stra-
tegiansa on voittostrategia.

Vaikka olemme yll& késitelleet 4 x 3 lautaa, ndhdédén helposti,
ettd annettu argumentti yleistyy kaikille laudan koille n x (n — 1).
O

Lukijalle jatetddn harjoitustehtédviksi osoittaa, ettd sama pétee
myds siiné tapauksessa, ettéd pysty- ja vaakasuuntien kokojen ero on
enemméin kuin 1, seké se, ettd sama péatee myés silloin, kun yli- ja
alalaitoja yhdistédvé pelaaja aloittaa pelin.
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10.6 Mista pelivilineet?

Siltd varalta, ettd lukijalle iski kipind p#dstd pelaamaan, se-
litimme tdsséd luvussa, kuinka hankkia pelivéilineet. Hex-settejé ei
késittadkseni myyda missddn, joten pelivdlineet joutuu valmista-
maan itse.

Roolipelivilineitd myyvét kaupat myyvit tuotetta nimeltd Ches-
sex Battlemat. Se on ohut vinyylilauta, jossa on toisella puo-
lella tavallinen ruudutus ja toisella puolella heksaruudutus. Siitd
on helppo leikata halutun kokoinen Hex-lauta. Suomessa Battle-
matia myy mm. Fantasiapelit (http://www.fantasiapelit.fi). Hex-
nappuloina voidaan kdyttad Go-pelin pelinappuloita eli "kivid”, joi-
ta Suomessa myy Gaimport (http://www.kolumbus.fi/gaimport/).
Onnekkaan yhteensattuman ansiosta Battlemat, jossa on yhden tuu-
man kokoiset heksat on juuri oikean kokoinen standardeille Go-
kiville.

Koska Hexissd nappuloita ei koskaan siirretd tai pois-
teta laudalta, sitd voi pelata my6s kynéllda ja paperi-
la. Tahén tarkoitukseen lautoja voi tulostaa Hex Wikistéd
http://hexwiki.amecy.com/index.php/Printable_boards).

Internetissd Hexid voi pelata esimerkiksi Little Golemissa
(http://www littlegolem.net) kirjepelin tahtiin. Little Golem tarjoaa
13 x 13 ja 19 x 19 -lautakoot.

10.7 Pahkinosita

1. Olkoon P #érellinen, kahden pelaajan tdyden informaation pe-
li, jossa tasapeli on mahdoton. Oletetaan, ettd P:ssd on kakun-
leikkaussédnto ensimmaéisen siirron jialkeen. Osoita, etté toise-
na pelaavalla on voittostrategia. (Voit olettaa tunnetuksi, ettd
kaikissa kahden pelaajan &éirellisissé tdyden informaation pe-
leissé, joissa tasapeli ei ole mahdollinen, on jommalla kummal-
la pelaajalla voittostrategia.)

2. Oletaan, ettd Hexisséd laudan pystykoko on pienempi kuin vaa-
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kakoko, ja yla- ja alalaitoja yhdistédvé pelaa toisena. Konstruoi
ylé- ja alalaitoja yhdistévélle voittostrategia.

. Sama kuin edelld, mutta yla- ja alalaitoja yhdistdvé aloittaa
pelin.

. Teoreeman 5 todistuksessa oletettiin, ettd voidaan valita voit-
toketju, joka ei leikkaa itseddn. Osoita, ettd tdmé on mahdollis-
ta. Osoita siis, ettd jos P’ on voittoketju, joka leikkaa itse#in,
P’:n sisilld on voittoketju P, joka ei leikkaa itsedin.

. Oletetaan, ettd meilld on dérellinen kahden pelaajan tédyden
informaation peli, jossa voitto ja tasapeli riippuvat vain lau-
dan loppuasemasta (eikd kuten esim. shakissa, jossa tasapeli
syntyy laudan aseman toistuessa kolme kertaa, jolloin tasapeli
riippuu paitsi loppuasemasta, myos laudan edeltéavistd tilois-
ta.) Osoita, ettd jommalla kummalla pelaajalla on voittostra-
tegia tai kummallakin on tasapelistrategia. (Vihje: Induktio
laudan mahdollisista loppuasemista taaksepéin.)

. Osoita, etté kaikissa kahden pelaajan dérellisissé tdyden infor-
maation peleissd jommalla kummalla pelaajalla on voittostra-
tegia tai kummallakin on tasapelistrategia. (Vihje: Muokkaa
edellisen kohdan ratkaisua.)
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Luku 11

Y htendisyydesta

11.1 Johdanto

Tarkastellaan kuvassa 1 nikyvii verkkoa! ja R%mn (eli tason) os-
ajoukkoa. Niilld on yhteinen ominaisuus: Ne ovat kumpikin yh-
tenaisid. Kaikki verkot ja RZ:n osajoukot eiviit ole yhtensisid. Esi-
merkiksi Kuvassa 2 oleva verkko ja R?:n osajoukko koostuvat kum-
pikin kolmesta yhtendisestd komponentista.

Kuvan 2 verkko voidaan jakaa kolmeen osaan niin, ettd osien
vilills ei ole verkon kaaria, ja kuvassa 2 nikyvid RZn osajoukko
voidaan puolestaan jakaa kolmeen osaan niin, etté osat ovat kaukana
toisistaan. Kuvan 1 objekteilla ei vastaavaa ominaisuutta ole.

Sekd verkkojen yhteniisyyttd ettd R2%mn osajoukkojen yh-
tendisyytta kuvaavat teoriat ovat hyvin tunnettuja.

Matemaattista mieltd kiinnostaa kuitenkin kysymys: Onko ver-

1Verkko koostuu solmuista, seké kaarista, joista jokainen yhdistéé kaksi sol-
mua. Suuntaamattomassa verkossa jokaista solmuparia yhdistédé korkeintaan yk-
si kaari. Suunnatussa verkossa jokaiselle kaarelle on mééritelty suunta, eli kaa-
rella on alku- ja loppusolmut, ja solmuparin valilla voi olla kaksi eri suuntiin
kulkevaa kaarta. Téssa kirjoitelmassa verkot ovat suuntaamattomia, jos muuta
el mainita.
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Kuva 11.1: Yhteniinen verkko ja R%:n osajoukko.

AR

Kuva 11.2: Epéyhteniinen verkko ja R%:n osajoukko.

141 W
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kon ja RZ:n osajoukon yhteniisyydelld (ja vastaavasti yhtenisilld
komponenteilla) jotain yhteistd? Toisin sanoen, onko olemassa
yleistd yhtendisyyden maééritelméad, josta seuraisi erikoistapauksina
seké verkon ettd R2:n osajoukon yhteniisyys?

Paljastuu, ettd téllainen teoria on olemassa, ja se kehitettiin
1900-luvun alkupuolella, joskin nyky#aén se on painunut suurelta osin
unholaan. Se 16ytyy teoksesta Cech[4], luvuista 14 ja 20. Esitimme
sen alla huomattavasti mukaillen.

Esitamme teorian todistuksineen. Matemaattisen tekstin luke-
miseen tottumattomat lukijat voivat sivuuttaa todistukset ja vain
uskoa tulokset. Niité lukijoita varten, jotka eivit tunne joukko-opin
notaatioita, liitteessd on todellinen crash course aiheesta.

11.2 Lé&hipisteavaruus

Tutkitaan R?:m osajoukkoa A = {(x,0) | 0 < z < 1}. Silli on sel-
lainen ominaisuus, ettd pisteet (0,0) ja (1,0) eivit kuulu kyseiseen
joukkoon, mutta kuitenkin ovat ldhelld joukkoa A. Vastaavasti, jos
B on verkon solmujen joukon osajoukko, voidaan ajatella, ettd sol-
mu on lahelld joukkoa B, jos solmusta on kaari johonkin joukon B
solmuun.

Sekd verkon ettd RZ?:n osajoukon rakenne voidaan siis il-
maista ldheisyyden avulla: Kerrotaan, mitkd pisteet ovat lahelld
mitikin tutkittavan olion osajoukkoa. Seuraavaksi aksiomatisoim-
mekin lahelldolemisrelaation, eli annamme sellaisen ldhelldolemisen
maéadritelméan, ettd sitd voidaan soveltaa sekd verkkoihin ettéd
R?:n osajoukkoihin. Seuraavat ominaisuudet tuntuvat luonnollisil-
ta ldhelldolemisen ominaisuuksilta.

e Jos x kuuluu joukkoon A, niin se on ldhelld joukkoa A.
e Miké&dn piste ei ole ldhelld tyhjas joukkoa.

e Jos A C B, ja piste z on lihelld joukkoa A, niin z on my0s
ldhelld joukkoa B.
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Itse asiassa ilmenee, ettd ndmé ominaisuudet ovat riittdvia sen
teorian kehittdmiseen, minké teemme téssd kirjoitelmassa.

Nyt muodollinen mé#aritelmé:

Olkoon X joukko. Merkitéin P(X):114 kaikkien X osajoukko-
jen? joukkoa.

Pari (X, €) on ldhipisteavaruus, jos X on joukko ja € on relaatio
€ C X x P(X), joka toteuttaa seuraavat aksioomat:

1. Jos AC X jaa € A, niin a€A.
2. x€D ei pade milldsin x € X.
3. Jos AC BC X jax € X, jolle zEA, niin talloin z€B.

Jos £€EA, sanomme, etti x on joukon A lidhipiste. Jos A C X,
merkitddn cl A = {x € X | x€A}.

Seuraavaksi selitimme, kuinka verkot ja tason osajoukot voidaan
mieltéd ldhipisteavaruuksina.

Olkoon (X, S) verkko, missié X on solmujen joukko ja S kaa-
rien joukko. Méaritellddn, ettd jos ¢ € X ja A C X, niin x on
joukon A lahipiste, z€A, jos © € A tai solmusta x on kaari johon-
kin joukon A solmuun. Kiinnostunut lukija voi helposti tarkistaa,
ettd antamamme ldhipisteen méaritelmé verkossa toteuttaa kaik-
ki lahipisterelaation aksioomat. Nyt verkko (X,S) voidaan mieltd
ldhipisteavaruutena (X, €).

Olkoon sitten X C R2. Jos z,y € X, merkitdin d(x,y):114 pistei-
den z ja y etdisyyttd (linnuntietd). Jos A C X ja € X, sanomme,
ettd x on joukon A lihipiste, z€ A, jos kaikilla positiivisilla reaalilu-
vuilla € > 0 on olemassa y € A, jolle d(z,y) < e. Kiinnostunut lu-
kija voi tarkistaa, ettd antamamme ldhipisteen maéritelmé toteut-
taa kaikki ldhipisteavaruuden aksioomat. Nyt X voidaan mieltdé
lahipisteavaruutena (X, €).

2Joukon X osajoukoiksi lasketaan mys joukot @ ja X.
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Olkoon X = RZ. Esimerkiksi joukon {z € R? | d(z,0) < 1}
lihipisteiden joukko on {z € R? | d(z,0) < 1}. Toisena esimerkkini
joukon A = {x € R? | d(z,0) < 1} lshipisteiden joukko on joukko A
itse.

Jos X C R?, (X, €) toteuttaa vield seuraavat ehdot:

e Kaikilla A, B C X ja kaikilla € X pétee x€(A U B) jos ja
vain jos x€A tai z€B.

e Kaikilla A C X pétee clcl A = cl A.

Namé ehdot toteuttavia léhipisteavaruuksia kutsutaan topologisiksi
avaruuksiksi, ja ne naytteleviat hyvin keskeistd roolia modernissa
matematiikassa.

11.3 Yhteniisyys

Tutkitaan kuvassa 2 esiintyvii verkkoa ja RZmn osajoukkoa, jot-
ka kumpikin koostuvat kolmesta komponentista. Laittamalla kak-
si komponenttia yhteen lokeroon ja yksi komponentti toiseen loke-
roon, havaitaan, ettd ne voidaan kumpikin jakaa kahteen erilliseen
osaan (ja helposti havaitaan, ettd mistd tahansa yhtd suuremmas-
ta komponenttiméiristd koostuva kokonaisuus voidaan aina jakaa
kahteen osaan, mutta kahdesta komponentista koostuvaa kokonai-
suutta ei voida jakaa useampaan kuin kahteen osaan). Kuvan 1 ob-
jekteilla, jotka ovat yhtenéisié, ei tdtd ominaisuutta ole. Néin ollen
maéadrittelemmekin epayhtendisyyden kayttien tatéd ideaa:

Olkoon (X, €) ldhipisteavaruus. Sanomme, ettd X on
epdyhtendinen, jos on olemassa A, B C X siten, ettd seuraa-
vat ehdot pétevét:

1. A#0, B#0.
2. ANB=10
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Kuva 11.3: Kahdesta komponentista koostuva verkko ja RZmn os-

ajoukko

3. AUB=X.

4. clA=AjaclB = B.

Viimeinen ehto voidaan ilmaista my6s muodossa

e Jos z € B, niin €A ei pide ja jos x € A, niin £€B ei piade.

Kyseinen ehto siis sanoo, ettd osien vililla ei  vallitse
ldhipisterelaatioita.

Lukija voi helposti tarkistaa, ettd kuvan 3 verkko ja R%mn os-
ajoukko ovat epdyhtendisii tdmén médritelmidn mukaan. (Asian
osoittamiseksi valitaan A:ksi ja B:ksi X:n yhtendiset komponentit.)

Sanomme, ettéd (X, €) on yhtendinen, jos se ei ole epiyhteniinen.
Kuvassa 1 esitetyt verkko ja R?:n osajoukko ovat timan méasritelman
mukaan yhtenéisia.

11.4 Komponenttien maira

Olkoon (X, €) ldhipisteavaruus. Olkoon A C X. Nyt (A,€4) on
lahipisteavaruus, kun €4 C A x P(A) miéritelldén
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TE B jos ja vain jos x€B

kaikilla B C A,z € A. Merkitddn A:n sulkeumaoperaattoria cly, eli
jos B C A, cly B on kaikkien niiden A:n pisteiden joukko, jotka ovat
ldhelld joukkoa B.

Ylldolevan madritelmén perusteella mitd tahansa X:n osajouk-
koa voidaan késitella lahipisteavaruutena, joten minké tahansa X:n
osajoukon yhtendisyydesti ja epdyhteniisyydestd voidaan puhua.

Jos A C X, sanomme, etti A on X:n yhtendinen komponentti,
jos seuraavat ehdot pétevit:

1. A on yhtenéinen.

2. Jos B C X on sellainen, ettd A C B, A # B, niin tilloin B on
epayhtenéinen.

Siis X:n yhtendiset komponentit ovat X:n maksimaalisia yh-
tendisid osajoukkoja.

Tamén méiritelmsn nojalla kuvassa 2 on verkko ja R%:n osajouk-
ko, joilla on kummallakin kolme yhten&istd komponettia.

Seuraavaksi todistamme kaksi yhtendisten komponenttien perus-
tulosta. Ensinnékin sen, ettd jokainen piste kuuluu johonkin yh-
tendiseen komponenttiin sekid sen, ettd kahden yhtenéisen kompo-
nentin leikkaus on tyhji. Aloitamme kuitenkin kahdella lemmalla,
joista ensimmaista kdytdmme jatkossa ilman eri viittausta.

Lemma 1 Olkoon (X, €) lihipisteavaruus ja B C X sellainen, etti
cl B = B. Olkoon A C X. Tdlloin cla(ANB)=ANB.

Todistus: Selvisti AN B C cla(AN B) ja cla(AN B) C A. Siis
téytyy todistaa cly(AN B) C B.

Lahipisteavaruuden madritelmén ehdosta 3 seuraa, ettéd jos C' C
D niin c1C C ¢l D. Néin ollen cl4(ANB) C cl(ANB) C clB = B.0O]
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Lemma 2 Olkoon (X, €) lihipisteavaruus, ja (C;);er kokoelma X :n
yhtendisid osajoukkoja siten, ettd on olemassa x € X, jolle x € C}
kaikilla i € I. Tdlloin |JC; on yhtendinen.

Todistus: Tehddén vastaoletus: | J C; on epdyhtenidinen. Olkoon
A ja B kuten epédyhtendisyyden m#éritelméssi. Symmetrian perus-
teella voidaan olettaa x € A. Olkoon ¢ sellainen, ettd C; N B # (.
Nyt AN C; ja BN C; ovat kuten epiyhteniisyyden mééritelméssi
joukolle C;, joka on yhten#inen. Ristiriita.[]

Korollaari 3 Olkoon (X, €) ldhipisteavaruus jo x € X. Talldin x
kuuluu johonkin X :n yhtendiseen komponenttiin.

Todistus: Olkoon (C;);er kaikkien X :n yhtendisten osajoukkojen
kokoelma, jotka siséltévit z:n. Koska z:n yksio {x} on yhtendinen,
kokoelma on epétyhjd. Lemman 2 nojalla |JC; on maksimaalinen
yhtendinen osajoukko, eli yhtendinen komponentti.l

Korollaari 4 Jos C ja D ovat X :n yhtendisid komponentteja, C #
D, niin CND = 0.

Todistus: Tehdésin vastaoletus, C N D # 0. Joko C ¢ D tai
D ¢ C. Oletetaan symmetrian perusteella ensimméainen. Nyt C'U D
on Lemman 2 nojalla yhtenéinen, joten D ei ole maksimaalinen, eik&
néin ollen yhtendinen komponentti. Ristiriita.l]

11.5 Yhtenaiseksi todistaminen

Lahipisteavaruuksia voidaan todistaa epdyhtenéisiksi yksinkertaises-
ti 1oytamalld joukot A ja B, jotka ovat kuten epdyhteniisyyden
madritelméssé. Yhtendiseksi todistaminen on usein vaikeampaa, ja
tassd luvussa esittelemme pari tulosta, joista yhtendisyys tietyissé
tapauksissa seuraa.

Aluksi esittelemme tuloksen, jonka avulla voidaan osoittaa ver-
kon yhtendisyys. Olkoon (X, €) verkkoa vastaava ldhipisteavaruus
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ja x € X. Merkitéén cla = cl{z}, ja cI" 2 = clcl...clx, missi sul-
keumia otetaan n kappaletta.

Teoreema 5 Olkoon (X, €) verkkoa vastaava lihipisteavaruus ja
z € X. Jos on olemassa n € N, jolle cI"z = X, niin X on yh-
tendinen.

Todistus: Tehddan vastaoletus: X on epayhtenédinen. Olkoon A ja
B kuten epdyhtendisyyden mééritelméssa. Symmetrian perusteella
voidaan olettaa & € A. Méiritellddn jokaiselle y € X arvo v(y)
siten, ettd v(y) on pienin luku m jolla y € cl™x (ja miiritellddn
v(z) = 0). Olkoon z € B piste, jolla on pienin v-arvo joukon B
pisteistd. Nyt pisteestd z on sdrmé johonkin sellaiseen pisteeseen
2, jolle v(z") = v(2) — 1. Mutta v(2):n mininaalisuuden perusteella
Zz' € A. Siis z € cl A . Ristiriita.[]

Seuraavaksi esittelemme tuloksen, josta seuraa aika monen R?:n
osajoukon yhteniisyys. Aloitamme kuitenkin aputuloksilla.

Olkoon A C R. Sanomme, ettd x € R on joukon A yldraja,
jos kaikilla @ € A pitee a < x. Reaaliluvuilla on seuraava
kayttokelpoinen ominaisuus: Jos A C R on epityhji ja joukolla A
on yléraja, talloin joukon A yldrajojen joukossa on pienin yliraja.
Kutsumme joukon A pieninté ylidrajaa joukon A supremumiksi.

Lemma 6 Jokainen jana R?:ssa on yhtendinen.

Todistus: Olkoon J jana, jonka péitepisteet ovat = ja y. Kunt €
[0, 1], merkitddn f(t) =ty + (1 — t)x, laskutoimitukset tehd&én pis-
teiden paikkavektoreilla. Nyt J = {f(¢) | ¢ € [0,1]}. Tehd&én vastao-
letus: J on epdyhtendinen. Olkoon A ja B kuten epéyhtenéisyyden
médritelméssi. Oletetaan symmetrian perusteella, ettd x € A.
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Olkoon tg supremum luvuista ¢ € [0, 1], joille jana pisteesté x pis-
teeseen f(t) sisdltyy joukkoon A. Nyt mielivaltaisen lihelld f(¢p):aa
on joukon A pisteité, joten f(tg) € cl A, jakoska A = cl A, f(to) € A.

Jos tg = 1, pitee J = A ja B = (), miké on ristiriita. Siis tp < 1.
Nyt mielivaltaisen 1&helld f(¢o):aa on joukon B alkoita, joten f(tg) €
cl B = B. Siis f(tg) € AN B, ristiriita.[]

Olkoon Ji,...,J, janoja siten, ettd kaikilla 4, ¢ = 1,...,n —
1, janan J; loppupiste on janan J;;; alkupiste. Téll6in kutsumme
yhdistettd | J; murtoviivaksi.

Korollaari 7 Murtoviiva on yhtendinen.

Todistus: Yhdestd janasta koostuva murtoviiva on yhtenédinen
Lemman 6 perusteella. Useammasta janasta koostuva murtoviiva
voidaan nayttda yhteniiseksi induktiolla kdyttden Lemmaa 2.[]

Teoreema 8 Olkoon X C R? sellainen, etti mitkd tahansa kak-
st X:n pistettd voidaan yhdistid murtoviivalla joukon X sisdlld.
Tdlloin X on yhtendinen.

Todistus: Tehddan vastaoletus: X on epayhtendinen. Olkoot A ja
B kuten epéyhtendisyyden mairitelméssi. Valitaan x € A, y € B.
Olkoon M murtoviiva pisteesté x pisteeseen y. Mutta nyt M N A ja
M N B ovat kuten epdyhtenéisyyden méaritelméssa joukolle M. Siis
M on epédyhtenédinen, miké on ristiriita edellisen korollaarin kanssa.
O

Esimerkki 9 Olkoon X annulus {r € R* | 1 < d(z,0) < 2}.

Niahdédn helposti, ettd mitkéd tahansa kaksi X:n pistettd voidaan
yhdistdd murtoviivalla joukon X sisdlld. Siis X on yhtendinen.
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11.6 Lopuksi

Olkoon X joukko. Sanomme, ettd d: X x X — [0, 0o on metriikka
(eli etédisyysfunktio), jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

1. d(z,y) = 0 jos ja vain jos x = y.
2. Kaikilla x,y € X pitee d(z,y) = d(y, x).
3. Kaikilla x,y,z € X pitee d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Huomataan, ettéd tavallinen etdisyys (linnuntietd) missé tahansa
R™:n osajoukossa on metriikka. Lisiksi missd tahansa metriikalla va-
rustetussa joukossa X voidaan mééritelld osajoukkojen lahipisteet
samalla tavalla teimme sen R%mn osajoukoille. Metriikan avulla
médritelty € toteuttaa aina, paitsi ldhipisteavaruuden aksioomat,
myo0s topologisen avaruuden ehdot

e Kaikilla A, B C X ja kaikilla z € X piitee z€(A U B) jos ja
vain jos x€A tai z€B.

e Kaikilla A C X pétee clcl A = cl A.

Téamén tuloksen perusteella saamme suuren joukon topologisia ava-
ruuksia.

Y114 olemme havainneet, etté topologisen avaruuden yhtendisten
komponenttien lukuméird voidaan maéadritelld kun pelkédstdan
tiedetéiin  kaikkien osajoukkojen ldhipisteet. On ehkd hiukan
yllattavaa, ettd se voidaan tehda néin niukkojen tietojen varassa.
Itse asiassa néin niukkojen tietojen varassa voidaan méaéaritelld myos
topologisen avaruuden reikien lukumééra ja tyyppi, mutta se kuu-
luukin sitten algebralliseen topologiaan, jota késitellddn vasta yli-
opiston kursseilla, ja siellakin vasta syventivilla vapaaehtoisilla kurs-
seilla.
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11.7 Pahkinosita

1.

Osoita, ettd Teoreemassa 5 annettu ehto (dérellisen) verkon
yvhtenéisyydelle on jos ja vain jos -ehto.

. Olkoon (X,9) suunnattu verkko. Mééritelldin

lahipisterelaatio € C X x P(X), z€A jos ja vain jos
x € A, tai on olemassa nuoli, jonka alkupiste on A:ssa ja
loppupiste on x.

Midritetiddn cl': P(X) — P(X) siten, etti kaikilla A C X
pitee cI' A = A U B, missi B on niiden solmujen s joukko,
joille on olemassa s’ € A ja nuoli pisteestd s’ pisteeseen s tai
nuoli pisteesti s pisteeseen s’.

Olkoon z € X, ja n € N siten, etté cI’"z = X. Osoita, etti
(X, €) on yhtendinen.

. Olkoon X = {(z,0) | z € R,z # 0} C R% Osoita, ettd X ei

ole yhtendinen.

. Olkoon X = {(q,0) | ¢ € Q} C R? Osoita, etti X :n yhteniiset

komponentit ovat yhden pisteen kokoisia.

. Olkoon (X, €) ldhipisteavaruus ja C' C X yhteniinen. Osoita,

ettd cl C' on yhtendinen.

. Osoita, ettd Teoreeman 8 ehto R?:n osajoukon yhtensisyydelle

ei ole jos ja wvain jos -ehto. Voit esimerkiksi kéyttasd edellista
tehtavaa hyvaksi.

. Osoita, ettd on olemassa lihipisteavaruus (X, €), joka ei to-

teuta ehtoa

e Kaikilla A, B C X ja x € X pitee, ettd z€(A U B) jos ja
vain jos t€A tai z€B.
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11.8 Liite: Pikajohdatus joukko-oppiin

Tasséd liitteessd esittelemme joukko-opin notaation.

Joukolla tarkoitamme kokoelmaa alkioita.? Jos alkio 2 kuuluu
joukkoon A, merkitsemme x € A. Kaksi joukkoa, A ja B ovat itse
asiassa sama joukko, jos niihin kuuluvat samat alkiot. Eli formaalisti,
A =B, jos

Kaikilla x patee x € A jos ja vain jos z € B.

Jos A ja B ovat joukkoja ja kaikki A:n alkiot ovat myts B:n
alkioita, sanomme, ettd A on B:n osajoukko, mitd merkitdan A C B.
Jos A on joukko, A:n osajoukoiksi lasketaan myos A itse sekd tyhja
joukko (.

Joukkojen A ja B yhdiste AUB on joukko, johon kuuluvat kaikki
ne alkiot, jotka kuuluvat A:han, B:hen tai molempiin. Joukkojen A
ja B leikkaus AN B on joukko, johon kuuluvat kaikki ne alkiot, jotka
kuuluvat sekd A:han ettd B:hen.

Jos A on joukko ja P on ominaisuus, {a € A | P(a)} on jouk-
ko, johon kuuluvat ne A:n alkiot, joilla on ominaisuus P. Jos P on
ominaisuus, {a | P(a)} on joukko, johon kuuluvat ne matemaattiset
oliot, joilla on ominaisuus P. Airellinen joukko voidaan kirjoittaa
myos luettelemalla sen alkiot, eli {z1,...,2,} on joukko, jonka al-
kiot ovat x1,...,x,.

Jos a,b ovat mitd tahansa matemaattisia olioita, voidaan muo-
dostaa jirjestetty pari (a,b). Jos a # b, niin (a, b) # (b, a), eli tissd
alkioiden jérjestykselld on vélid. Kaksi jirjestettyd paria (a,b), (¢, d)
ovat samat, (a,b) = (¢, d), jos ja vain jos a = ¢ ja b = d.

Jos A ja B ovat joukkoja, niiden karteesinen tulo A x B on joukko,
johon kuuluvat kaikki jérjestetyt parit (a,b), missd a € A ja b € B.
Joukon A x B osajoukkoja R kutsutaan relaatioiksi joukkojen A ja
B vililld. Jos R on relaatio ja (a,b) € R, merkitdin aRb.

3Russellin paradoksin vilttdmiseksi alkiokokoelmat on jaettava joukkoihin ja
aitoihin luokkiin. Tamé4 aihepiiri on kuitenkin sen verran vaikea, ettemme téssé
mene siihen.
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Relaatio R joukkojen A ja B vélilld on funktio, jos jokaisella a €
A on olemassa tésmiilleen yksi b € B, jolle aRb. T#ll6in merkitéin
R: A — B. Jos R on funktio ja aRb, merkitédén R(a) = b.

Olkoon I joukko. Oletetaan, ettéd jokaiseen ¢ € I on liitetty ma-
temaattinen olio C;. T&lloin kaikkien C;:den muodostamaa kokonai-
suutta merkitdén (C;);er ja kutsutaan indeksoiduksi kokoelmaksi.
Jos edelld C;:t ovat joukkoja, | J C; tarkoittaa joukkoa, joka on jouk-
kojen C; yhdiste, eli € |JC; jos ja vain jos x € C; jollain i € I.

Tasoa merkitdin R x R = R2, koska tason pisteet ovat koordi-
naattipareja.
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Luku 12

Luonnollisten lukujen
induktio-
ominaisuudesta

12.1 Johdanto

Kuten lukija varmaan tietaékin, luonnollisille luvuille voidaan tehda
induktiotodistuksia. Tadm&a mahdollisuus on ominainen luonnollisil-
le luvuille. Esimerkiksi rationaali- tai reaaliluvuille ei voida tehda
induktiotodistuksia'. Luonnollisten lukujen jirjestelmén aksiomati-
soinnissa yleensé mahdollisuus tehda induktiotodistuksia otetaankin
aksioomaksi.

Induktioaksiooman avulla voidaan todistaa seuraavat luonnollis-
ten lukujen joukon ominaisuudet

1Rationaaliluvun nimitt&jé ja osoittaja ovat kokonaislukuja, ja niille voi-
daan toki tehdd induktiotodistuksia. N&in rationaaliluvuillekin voidaan todistaa
asioita (luonnollisten lukujen) induktiolla, vaikkei rationaaliluvuille sellaista in-
duktiota voidakaan tehdé, jossa induktioaskeleessa P(q) johdettaisiin siité, ettd
P(q’) pétee, kun ¢’ < gq.
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Teoreema 1 Jos A C N, niin joukossa A on pienin alkio tai A on
tyhji joukko.

Teoreema 2 FEi ole olemassa laskevaa, ddretontd jonoa ng > ny >
ng > ... luonnollisia lukuja.

Téasséd kirjoitelmassa ensin aksiomatisoimme luonnollisten lu-
kujen jérjestelmén ja sen jilkeen pohdimme, voitaisiinko ak-
siomatisoinnissa induktioaksiooma korvata jommalla kummalla
ylldmainituista ominaisuuksista.

12.2 Lineaarijirjestys

Mietitddan luonnollisten lukujen tai reaalilukujen jarjestysrelaatiota
<. Jos x < y jay < z niin tilloin myos x < z. Lisdksi kaikille
luvuille x,y pétee tdsméilleen yksi seuraavista kolmesta vaitteesta:
r<y,y<zxtaizx=y.

Seuraavaksi méérittelemme yleisen jérjestyksen késitteen
yllamainittujen kahden huomion pohjalta. Méaritelmdmme siis
kertoo, millainen mielivaltaisessa joukossa X mééritellyn relaation
olisi oltava, etté olisimme valmiit pitdméén sitéd jérjestysrelaationa.

Olkoon X joukko. Sanomme, ettd < on lineaarijirjestys, jos se
on 2-paikkainen relaatio joukossa X, joka tayttdéd seuraavat ehdot:

e Jos x,y,z € X, joille x < y ja y < 2z, niin t&lléin myos = < z.

e Jos z,y € X, tdsméllen yksi seuraavasta kolmesta ehdosta
patee: <y, y <z, T =1y.

Esimerkiksi reaalilukujen jérjestys, rationaalilukujen jérjestys,
kokonaislukujen jérjestys ja luonnollisten lukujen jérjestys ovat li-
neaarijarjestyksié.

Lineaarijérjestyksiéd voidaan kuitenkin maéaritelld ldhes miten ta-
hansa, kunhan ylldmainitut ehdot toteutuvat. Esimerkiksi joukkoon
{Ville, 42, Punaisuus} voidaan mééritelld lineaarijirjestys vaikkapa
niin, ettd Ville < 42, 42 < Punaisuus ja Ville < Punaisuus.
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Mielivaltaista lineaarijérjestystd < voidaan ajatella suu-
ruusjérjestyksend siind mielessé, ettd jirjestyksestd < puhuttaes-
sa kiytetddn usein sellaisia ilmauksia kuten ”pienin alkio”, ”suu-
rempi kuin”, ”alkioiden x ja y vélissd” jne., ja ndmé tarkoitetaan
ymmarrettaviksi jérjestyksen < suhteen.

12.3 Luonnollisten lukujen joukon aksio-
matisointi

Luonnollisten lukujen joukko voidaan aksiomatisoida esimerkiksi
seuraavasti:

Aksiomatisointi A:

1. < on lineaarijérjestys luonnollisten lukujen joukossa.
2. On olemassa pienin luonnollinen luku 0.

3. Jokaiselle luonnolliselle luvulle n on olemassa vélittomésti seu-
raava luonnollinen luku s(n). Toisin sanoen, kaikilla luonnolli-
silla luvuilla n pétee n < s(n), eikd lukujen n ja s(n) vélissd
ole luonnollisia lukuja.

4. Jos N C N, jolle 0 € N, ja kaikilla n ehto n € N implikoi
s(n) € N, niin télloin N = N.

Viimeisté aksioomaa kutsutaan induktioaksioomaksi. Se olennai-
sesti sanoo, ettéd luonnollisille luvuille voidaan tehdé induktiotodis-
tuksia. Se sanoo, ettd jos N on joukko, joka sisiltdéd kaikki induk-
tiossa tavoitettavat luvut, niin talléin N sisdltda kaikki luonnolliset
luvut.

Lukija voi helposti todeta, ettd luonnollisten lukujen joukko to-
teuttaa Aksiomatisoinnin A.

Nyt herdd kysymys, voisiko olla muita joukkoja kuin luon-
nollisten lukujen joukko, jotka toteuttavat ko. aksioomat. Jos siis
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X on joukko, ja < relaatio X:ssé, joka toteuttaa allaolevat aksioomat

Aksiomatisointi B:
1. < on lineaarijirjestys X :ssi.
2. On olemassa pienin X m alkio 0.

3. Jokaisella X alkiolle n on olemassa vélittomésti seuraava
X:n alkio 3(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n alkioilla n pétee
n < §(n), eiké alkioiden n ja 5(n) vilissé ole X :n alkioita.

4. Jos N C X, jolle 0 € N, ja kaikilla n ehto n € N implikoi
5(n) € N, niin télloin N = X.

niin onko X jollain perustavalla tavalla samanlainen kuin luon-
nollisten lukujen joukko? (Jos lukija ei jaksa kahlata kaikkia aksioo-
mia ldpi, niin kerrottakoon, ettd tdmé& aksiomatisointi on muutoin
sama kuin Aksiomatisointi A, mutta luonnollisten lukujen joukon
sijaan puhutaan joukosta X.)

Huomautettakoon, ettd muut tavalliset lukujoukot kuin N eivét
kelpaa X:ksi: Kokonaislukujen joukko toteuttaa aksioomat 1 ja 3,
muttei aksioomia 2 ja 4. Ei-negatiivisten reaalilukujen joukko to-
teuttaa aksioomat 1 ja 2, muttei aksioomia 3 ja 4. Jos reaaliluvulle
x yritettéisiin valita seuraaja s(z), tdmé ei olisi vélitén seuraaja,
koska esimerkiksi luku (z + s(x))/2 olisi z:n ja s(z):m vilissd. Luku-
joukko {0,1,...,100} toteuttaa aksioomat 1 ja 2, muttei aksioomaa
3, koska luvulla 100 ei ole seuraajaa téssd joukossa. TAmé& jouk-
ko toteuttaa kylldkin hiukan muokatun version induktioaksioomas-
ta, kun induktioaksioomaa muokataan niin, ettd se huomioi alkion
$(100) puutteen. (Niin ollen joukolle {0,1,...,100} voidaan tehdd
induktiotodistuksia.)

Oletetaan edelleen, ettd X toteuttaa Aksiomatisoinnin B. Vas-
taus esittdmadmme kysymykseen on: Kylld, X on perustavalla ta-
valla samanlainen kuin N, kun perustavalla tavalla samanlainen
maéaritellddn oikein. Se nimittdin madritelldén niin, ettd N ja X ovat
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perustavalla tavalla samanlaisia, koska on olemassa aidosti kasvava
bijektio b: N — X.
Funktio b mééritelladn induktiivisesti seuraavasti:

e 1(0) =0.

e Jos b(n) on jo méiiritelty, niin b(s(n)) méiritellddn b(s(n)) =

5(b(n)).

Seuraavien kolmen kohdan todistaminen jétetdén harjoitus-
tehtaviksi:

e b(n) tulee induktiossa mééritellyksi kaikille n € N.
e b on aidosti kasvava.

e b on bijektio.

Todistaessa sinun kannattaa pitdéd mielessi, ettd induktiotodis-
tuksia voidaan tehdé sekéd N:lle ettd X:lle. Lisidksi kannattaa pitai
mielessé, ettéd aidosti kasvavan funktion todistaminen injektioksi on
helppo nakki. Kannattaa myds muistaa, ettd N on ihan tavallinen
luonnollisten lukujen joukko. Todistaessasi voit kayttaa kaikkea mita
tieddt N:sta, eikd sinun tarvitse tyoskennelld Aksiomatisoinnista A
késin. X:std et tosin voi olettaa tietdvasi muuta kuin sen, ettd se
toteuttaa Aksiomatisoinnin B.

Seuraava voi menné lukijalta yli hilseen, mutta selitén kuiten-
kin, mitd ammattimatemaatikko padttelisi tilanteestamme: Aksio-
matisoinnit A ja B ovat olennaisesti sama aksiomatisointi. Vain ni-
met eroavat. Aksiomatisoinnissa B kutsutaan X:ksi sitd, mitd Ak-
siomatisoinnissa A kutsutaan luonnollisten lukujen joukoksi. Kos-
ka luonnollisilta luvuilta on aidosti kasvava bijektio b mille tahansa
joukolle X, joka toteuttaa Aksiomatisoinnin B, on olemassa olen-
naisilta piirteiltdan vain yksi systeemi, luonnollisten lukujen joukko,
joka toteuttaa Aksiomatisoinnin A/B. Toisin sanoen, erot systee-
mien vélill4, jotka toteuttavat ndmé aksioomat ovat ep#olennaisia.
Tamai tarkoittaa sitd, etti kaikki, mité luonnollisten lukujen
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jirjestyksestd voidaan todistaa milld tahansa menetelméilli,
on seurausta Aksiomatisoinnin A aksioomista.?

Huomautettakoon, ettd Aksiomatisoinnin A p#élle rakentaen voi-
daan maéritella myos luonnollisten lukujen yhteen- ja kertolasku.
Maéritelmét ovat luonteeltaan induktiivisia, mutta siihen, kuinka se
tehdéddn, emme tdssid mene.

12.4 Induktioaksiooman seurauksia

Nyt todistetaan johdannossa luvatut luonnollisten lukujen systeemin
ominaisuudet:

Teoreema 1 Jos N C N, niin joukossa N on pienin alkio tai N on
tyhja.

Todistus: Olkoon N C N. Oletetaan, ettd joukossa N ei ole pie-
ninté alkiota. Luku 0 ei voi kuulua joukkon IV, koska jos se kuuluisi,
se olisi N:n pienin alkio. Oletetaan, ettd luvuista 0,...,n mikéiin ei
kuulu joukkoon N. Myéskéén s(n) ei voi kuulua joukkoon N, kos-
ka jos se kuuluisi, se olisi N:n pienin alkio. Siiné tulikin induktion
lahtokohta ja induktioaskel. Siis kaikilla n € N pétee n ¢ N. Siis N
on tyhjé joukko. [J

Teoreema 2 FEi ole olemassa laskevaa ddretontd jonoa ng > nqy >
ng > ... luonnollisia lukuja.

Todistus: Jos téllainen jono olisi olemassa, niin {n; | i € N}
olisi epatyhjé joukko luonnollisia lukuja, jossa ei ole pieninté alkiota.
Mutta téllaista joukkoa ei edellisen teoreeman nojalla ole olemassa.[]

2Pidemmalle ehtineille selitén, etté tarkoitan lihavoidulla lauseella seuraavaa:
Olkoon P(X) miké tahansa jirjestysstruktuurien ominaisuus (eli ominaisuus, jo-
ka voi olla tai olla olematta kullakin jirjestysstruktuurilla X) siten, ettd P(N)
pétee, eli luonnollisten lukujen systeemilld on tdm# ominaisuus. Nyt voidaan
todistaa seuraava viite: Kaikilla systeemeilld X pitee, ettd jos X toteuttaa Ak-
stomatisoinnin B, niin myds P(X) pdtee, eli toisin sanoen P(X) on seurausta
Aksiomatisoinnista B. Vastaavasti myos P(N) on seurausta Aksiomatisoinnista

A.
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12.5 Vaihtoehtoisia aksiomatisointiyri-

tyksia

Téssd luvussa induktioaksiooma yritetddn korvata jommalla kum-
malla edellisen luvun tuloksista. Tlloin saadaan toki aksioomat,
jotka luonnolliset luvut toteuttavat, mutta syntyyké muita ongel-
mia?

Oletetaan siis, ettd X = N, ja tutkitaan seuraavia kahta aksio-

mat

isointia.

Aksiomatisointi 1:

1

2.
3.

4.

. < on lineaarijarjestys X :ssé.
On olemassa pienin Xm alkio 0.

Jokaisella X:n alkiolle » on olemassa vélittomésti seuraava
X:n alkio 5(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n alkioilla n pétee
n < §(n), eiké alkioiden n ja 5(n) vilisséd ole X alkioita.

Jos N C X, niin N:ssd on pienin alkio tai N on tyhja joukko.

Aksiomatisointi 2:

1

. < on lineaarijarjestys X :ss.

2. On olemassa pienin X m alkio 0.

3. Jokaisella X:n alkiolle n on olemassa vélittomasti seuraava

X:m alkio 3(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n alkioilla n pétee
n < §(n), eiké alkioiden n ja 5(n) vilissi ole X :n alkioita.

4. Ei ole olemassa laskevaa déretonté jonoa xg > x1 > x9 > ...

joukon X alkioita.

(Huomautettakoon, ettd ndmé aksiomatisoinnit ovat samat kuin

Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma on korvattu uudella ak-
sioomalla.)
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Ongelma on siiné, ettéd kaikki joukot X, jotka toteuttavat ndmé
aksiomatisoinnit, eivit ole olennaisesti samanlaisia kuin N.

X voidaan valita seuraavasti: X koostuu kahdesta luonnollisten
lukujen joukon kopiosta®, ensimmaéisestd ja jalkimmaisesté. Kaikki
jalkimmaéisen kopion alkiot ovat suurempia (X:&4&n méadriteltdvin
jirjestyksen mielessd) kuin kaikki ensimmiéisen kopion alkiot. Ko-
pioiden sisilld jéarjestys médritellaédn kuten luonnollisten lukujen jou-
kon jarjestys.

Lukijalle jatetddn harjoitustehtévaksi todistaa, ettd X tosiaan
toteuttaa seké Aksiomatisoinnin 1 ettd Aksiomatisoinnin 2.

X ja N eivit kuitenkaan ole olennaisesti samanlaisia: N:ssi jo-
kaisella alkiolla n paitsi 0:lla on vilitén edeltéji e(n), jolle e(n) < n,
ja e(n)m ja n:n vilissé el ole alkioita. X :ssé taas jilkimmiéisesséd ko-
piossa on pienin alkio p. p:ll4 ei ole vilitontd edeltédjas, koska kaikki
p:té pienemmiéit alkiot ovat ensimméisen kopion alkioita, eikéd ndiden
joukossa ole suurinta. Myoskéin p ei ole 0, koska 0 on ensimméisen
kopion pienin alkio.

Jos olisi aidosti kasvava bijektio b: N — X, niin b(n) = p jollain
n # 0. Téllsin b(e(n)) = ¢ jollain ¢ < p. Nyt kuitenkin ¢:n ja p:n
vélissé on alkioita, jolle mikd&n N:n alkio ei voi kuvautua. Ristiriita.

X ei myoskéédn voi toteuttaa induktioaksioomaa, koska jos se to-
teuttaisi sen, se toteuttaisi koko aksiomatisoinnin B, ja aidosti kas-
vava bijektio b olisi olemassa. Néin ollen induktioaksiooma ei seuraa
aksiomatisoinnista 1 tai aksiomatisoinnista 2.

Ohimennen mainittakoon, ettd Aksiomatisoinnin 1 toteuttavia
systeemejé kutsutaan ordinaaleiksi. Joukko-oppia ammatikseen tut-
kivat matemaatikot ovat paljon tekemisissé ordinaalien kanssa. Ordi-
naaleille voidaan tehdé erdénlaisia, luonnollisten lukujen induktiota
monimutkaisempia induktiotodistuksia. Tétd tekniikkaa kutsutaan
transfiniittiseksi induktioksi, mutta yksityiskohtiin emme téssi me-
ne.

3Kopiot voivat olla esimerkiksi Y’ = {0’,1/,2,... }jaY" = {0”,1",2",...}.
Idea siis on, ettd seki Y/ ettd Y/ toimivat samoin kuin luonnollisten lukujen
joukko, mutta Y/ NY" = (.
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12.6 Viela yksi aksiomatisointiyritys

Edellisissé aksiomatisoinneissa jouduttiin ongelmiin, koska aksioo-
milla oli malli X, jossa oli alkio, jolla ei ollut valitontd edeltajas.
Entd jos valittomén edeltdjan olemassaolo otettaisiin aksioomaksi
induktioaksiooman sijaan?

Aksiomatisointi 3:

1. < on lineaarijarjestys X :ssé.
2. On olemassa pienin X :m alkio 0.

3. Jokaisella X:n alkiolle n on olemassa valittomésti seuraava
X:m alkio 3(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n alkioilla n pétee
n < 5(n), eiké alkioiden n ja §(n) vilissd ole X:n alkioita.

4. Jokaisella 0O:sta eroavalla X:m alkiolla n on vilitén edeltiji
€(n). Toisin sanoen, kaikilla n € X,n # 0, pitee e(n) < n,
eikd €(n)m ja n:n vilissd ole X:n alkioita.

(Edelleen sama kuin Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma
on korvattu uudella aksioomalla.)

Luonnollisten lukujen systeemi toteuttaa ndmé aksioomat, OK!
Mutta nyt X voidaan valita my6s seuraavasti: X koostuu luonnollis-
ten lukujen joukon kopiosta, jonka peréssé on kokonaislukujen jou-
kon kopio. Kaikki kokonaislukujen joukon kopion alkiot ovat suurem-
pia (X:88n médriteltdvin jirjestyksen mielessi) kuin kaikki luon-
nollisten lukujen joukon kopion alkiot. Kopioiden sisélla jérjestys
madritelladn kuten kyseisissa lukujoukoissa.

Lukijalle jatetdan harjoitustehtédviksi osoittaa, ettd X tosiaan
toteuttaa Aksiomatisoinnin 3.

X on olennaisesti erilainen kuin N, koska X:ssé on osajoukko A,
jossa ei ole pieninté alkiota. A:ksi voidaan valita yksinkertaisesti se
kokonaislukujen joukon kopio.
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Myoskédn ei ole olemassa aidosti kasvavaa bijektiota b: N — X,
koska jos téllainen bijektio olisi olemassa, joukon A alkukuva olisi
N:n epityhji osajoukko, jossa ei ole pieninté alkiota.

Samasta syysté kuin edellisessé luvussa, X ei toteuta induktioak-
sioomaa, eikd néin ollen induktioaksiooma seuraa aksiomatisoinnista

3.

12.7 Toimiva ratkaisu

Aksiomatisointi 3 ei takaa, ettd kaikilla osajoukoilla on pienin
alkio, eikéd Aksiomatisointi 1 takaa, ettid jokaisella nollasta eroa-
valla alkiolla on edeltdja. Mutta enté, jos ndiden molempien uudet
aksioomat otettaisiin aksioomiksi? Télloin saadaan toimiva ratkaisu.

Aksiomatisointi 4:

1. < on lineaarijirjestys X :ssi.
2. On olemassa pienin X:n alkio 0.

3. Jokaisella X:n alkiolle n on olemassa valittomésti seuraava
X:n alkio 5(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n alkioilla n pétee
n < §(n), eiké alkioiden n ja 5(n) vilissi ole X:n alkioita.

4. Jokaisella 0O:sta eroavalla X:m alkiolla n on vilitén edeltiji
é(n). Toisin sanoen, kaikilla n € X,n # 0, pitee &(n) < n,
eikd €(n):n ja n:m vilissd ole X:n alkioita.

5. Jos N C X, niin joko N on tyhjé tai N:sséd on pienin alkio.

(Sama kuin Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma on kor-
vattu kahdella uudella aksioomalla.)

Teoreema 3 Jos X toteuttaa Aksiomatisoinnin 4, niin tdlloin X

toteuttaa myds indktioaksiooman (Aksiomatisoinnin B viimeinen ak-
siooma. )
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Todistus: Oletataan, ettd X toteuttaa Aksiomatisoinnin 4.
Olkoon N C X sellainen, etti 0 € N, jan € N implikoi 5(n) € N.
Tehd&dén vastaoletus N # X. Siis X \ N on epétyhji, ja siind
on pienin alkio n. Nyt n # 0, joten on alkio &(n). Mutta koska
€(n) < n, pitee é(n) € N. Siis oletuksen nojalla n = 5(é(n)) € N.
Ristiriita.[]

Nyt siis jokainen Aksiomatisoinnin 4 toteuttava systeemi toteut-
taa myos Aksiomatisoinnin B, ja on olennaisesti samanlainen luon-
nollisten lukujen systeemin kanssa.

Tutkitaan vield seuraavaa aksiomatisointia:

Aksiomatisointi 5:
1. < on lineaarijirjestys X :ssi.
2. On olemassa pienin X m alkio 0.

3. Jokaisella X:n alkiolle n on olemassa valittomésti seuraava
X:m alkio 3(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n alkioilla n pétee
n < 5(n), eiké alkioiden n ja §(n) vilissd ole X:n alkioita.

4. Jokaisella 0O:sta eroavalla X:m alkiolla n on vilitén edeltiji
é(n). Toisin sanoen, kaikilla n € X,n # 0, pitee &(n) < n,
eikd €(n):m ja n:m vilissd ole X:n alkioita.

5. Ei ole olemassa #ddretonté laskevaa jonoa xg > x1 > x2 > ...
joukon X alkioita.

(Sama kuin Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma on kor-
vattu kahdella uudella aksioomalla.)

Lukijalle jatetdéan harjoitustehtaviksi osoittaa, ettid jos X toteut-
taa tdmin aksiomatisoinnin, se toteuttaa myos Aksiomatisoinnin B.
Helponta lienee todistaa vilivaiheena, ettd X toteuttaa Aksiomati-
soinnin 4.

Aksiomatisointi 5 tietysti sopii huonosti luonnollisten lukujen ak-
siomatisoinniksi, koska viimeisessi aksioomassa luonnolliset luvut
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oletetaan jo valmiiksi tunnetuiksi; indeksien on tosiaan tarkoitus
viitata oikeisiin luonnollisiin lukuihin, ei joukon X alkioihin. Tésté
ongelmasta huolimatta on kuitenkin mielenkiintoista tutkia, ovatko
niamé aksioomat yhtépitavid Aksiomatisoinnin B kanssa.

12.8 Loppusanat

Kun pistdmme kirjoitelman tulokset yhteen, saamme tuloksen, ettéd
Teoreemojen 1 ja 2 véitteet ovat kumpikin yhtapitavid luonnollisten
lukujen induktioaksiooman kanssa.

Luonnolliset luvut toteuttavat Teoreemojen 1 ja 2 viitteet, ja lu-
vussa 3 konstruoitu aidosti kasvava bijektio takaa, ettd kaikki luon-
nollisten lukujen jéirjestysominaisuudet seuraavat Aksiomatisoinnis-
ta A, ja niin ollen myos Aksiomatisoinnista B, joten Aksiomatisointi
B (tai aidosti kasvavan bijektion b olemassaolo) implikoi Aksiomati-
sointien 4 ja 5 viitteet. Sekd Aksiomatisointi 4 ettd Aksiomatisointi
5 puolestaan implikoivat Aksiomatisoinnin B viitteet edellisen luvun
tulosten nojalla.

Ylldoleva voidaan kiteyttdd seuraavasti:

Teoreema 4 Olkoon X systeemi, joka toteuttaa Aksiomatisoinnin
8. Tdlloin seuraavat ovat yhtdpitdvid.

o X toteuttaa induktioaksiooman.
o Kaikissa X :n epdtyhjissi osajoukoissa on pienin alkio.

e Fi ole olemassa ddretontd laskevaa jonoa xg > x1 > X2 > ...
joukon X alkioita.

e On olemassa aidosti kasvava bijektio b: N — X.

Aksioomat harvoin ovat yhtépitdvid tyhjiossd, vaan ne ovat
yhtapitavid joidenkin muiden aksioomien vallitessa. Téssd ta-
pauksessa induktioaksiooman ja Teoreemojen 1 ja 2 véitteiden
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yvhtépitdvyyden kannalta ratkaisevaksi osoittautui aksiooma, joka
sanoo vélittomien edeltéjien olemassaolon.

Jos kiinnostuit tassd kirjoituksessa esitetyista
padttelytekniikoista, sinun kannattaa ldhted yliopistoon lukemaan
matematiikkaa ja erikoistua logiikkaan. Logiikassa on osa-alue,
malliteoria, jossa tutkitaan sitd, millaisia aksioomat toteuttavia
systemeejé voidaan millekin aksioomajoukolle muodostaa.

12.9 Pahkinosita

1. Osoita, ettd luvussa 3 médritelty funktio b on méaritelty kaikil-
la luonnollisilla luvuilla, ja ettd se on aidosti kasvava bijektio.

2. Osoita, ettéd luvussa 5 médritelty X (jossa on kaksi luonnollis-
ten lukujen joukon kopiota perikkiin) toteuttaa seki Aksio-
matisoinnin 1 ettd Aksiomatisoinnin 2.

3. Osoita, ettd luvussa 6 midritelty X (jossa on kokonaisluku-
jen joukon kopio luonnollisten lukujen joukon kopion perissd)
toteuttaa Aksiomatisoinnin 3.

4. Osoita, ettd jos X on systeemi, joka toteuttaa Aksiomatisoin-
nin 5, niin t4lléin X toteuttaa myods Aksiomatisoinnin B.

5. Aksiomatisoinnissa 1 (ja samoin Aksiomatisoinnissa 2, mutta
téssd emme sithen mene) on hiukan redundanssia. Olkoon siis
X systeemi, joka toteuttaa Aksiomatisoinnin 1 aksioomat 1
ja 4. Osoita, ettd X toteuttaa myds saman aksiomatisoinnin
aksioomat 2 ja 3, kun 0 ja 5 miiritellisin sopivasti.
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Luku 13

Lukualueiden
laajentamisesta

13.1 Poleeminen johdanto

Opettaja! Oletko opettanut lukualueiden laajentamista koskevat
asiat vadrin? Lue tdméi ja paivitd tietAmystédsi. Aina aika-ajoin
torméd nimittédin seuraavaan kolmeen uskomukseen:

1. Reaaliluvut tayttéavat lukusuoran.

2. Uskomuksesta (1) seuraa, ettd jos lukualuetta laajennetaan re-
aalilukujen ulkopuolelle, tdytyy menné lukusuoran ulkopuolel-
le, kompleksitasoon.

3. Lukualuetta ei voida en#é laajentaa kompleksiluvuista.

Téssé kirjoitelmassa osoitamme uskomukset (2) ja (3) perusteet-
tomaksi.

Kysymys siitd, tdyttdvatko reaaliluvut lukusuoran on
nihdékseni filosofinen. Reaaliluvut ovat harvinaisen kéyttokelpoinen
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systeemi, ja tdméan johdosta lukusuora yleenséd samaistetaan reaa-
lilukujen joukon kanssa. Téssé tehdéddn kuitenkin ndhdékseni aito
valinta. Mitdan sen syvallisempéd syyté sille, ettd juuri reaalilukuja
pidetdan koko lukusuorana ei ole. Téssé kirjoitelmassa todistetaan
systeemin M olemassaolo, joka periaatteessa kelpaa lukusuoraksi
siind missé reaaliluvutkin.

Reaaliluvut voidaan karakterisoida seuraavilla aksioomilla:

Kunta-aksioomat
1. (a+b)+c=a+ (b+ c) kaikilla a, b, c.
2. 04 a = a kaikilla a.
Kaikilla @ on olemassa b, jolle a + b = 0.
a+ b= b+ a kaikilla a, b.
(ab)c = a(be) kaikilla a, b, c.
la = a kaikilla a.
Kaikilla a, a # 0, on olemassa b, jolle ab = 1.

ab = ba kaikilla a, b.

© ® N o ooe W

a(b+ ¢) = ab + ac kaikilla a, b, c.
10. 0 # 1.

Jarjestysaksioomat

1. a < a kaikilla a.
2. Kaikilla a, b, ¢ pétee: Jos a < bjab < c, niin a <ec.

3. Kaikilla a, b pétee: Jos a < b ja b < a niin a =b.
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4. Kaikilla a, b pétee: a < b tai b < a.
5. Kaikilla a, b, ¢ pitee: Jos a < bniina+c<b+c.

6. Kaikilla a,b pétee: Jos 0 < a,b niin 0 < ab.

Supremum-aksiooma

Kaikilla lukujirjestelmén epétyhjilld osajoukoilla A pétee: Jos jou-
kolla A on yliraja, joukolla A on pienin yliraja.

Koska reaalilukujen jérjestelméd ei voida laajentaa kaikki
yllamainitut aksioomat siilyttien, tdytyy ainakin jostain niisté luo-
pua reaalilukujen jarjestelméd laajennettaessa. Kunta-aksioomat ko-
difioivat tavalliset laskulait, ja nédin niiden voidaan katsoa kuulu-
van "lukujérjestelmén olemukseen.” Jos siis haluamme laajentaa
lukualuetta, emme halua luopua niistd. Jarjestysaksioomat sano-
vat, ettd luvut voidaan jérjestdd suoran kaltaiseksi olioksi, vielapé
niin, ettd laskutoimitukset ovat yhteensopivia jérjestyksen kanssa.
Jos haluamme romuttaa uskomuksen (2), haluamme siilyttdd ndmé
aksioomat. Ainoaksi hyléattaviksi aksioomaksi jaé siis supremum-
aksiooma.

Kompleksiluvut  toteuttavat  kunta-aksioomat, mutteivat
jérjestys- tai supremumaksioomaa. Jos haluamme romuttaa usko-
muksen, ettei lukualuetta voi end#d laajentaa kompleksiluvuista,
nahdékseni riittddkin osoittaa, etté laajennus voidaan tehdé kunta-
aksioomat séilyttden. Kompleksilukujen kunnalla on kuitenkin
sellainen hieno ominaisuus, ettd jokaisella (ei-vakio)polynomilla
on nollakohta. Laajentaessamme kompleksilukuja haluammekin
sdilyttad tdméan ominaisuuden.
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13.2 Apuneuvoja logiikasta

Ensimmaéisen kertaluvun aakkosto tarkoittaa kokoelmaa relaatio-
symboleja (jolla jokaisella on paikkalukunsa), funktiosymboleja (joil-
la jokaisella on paikkalukunsa) seké vakiosymboleja.

Aakkoston kanssa yhteensopiva malli tarkoittaa jonoa
M = (M,Ro,...Ru, fo,- s fnrsCos-vyCnr), missi M on jouk-
ko, Ry,...,R, ovat relaatioita joukossa M siten, ettd jokaista
aakkoston relaatiosymbolia vastaa relaatio, jonkan paikkaluku
on sama kuin aakkoston symbolin, fo,...,f, ovat funktioita
M™ — M siten, jokaista aakkoston funktiosymbolia vastaa funk-
tio, jonka paikkaluku on sama kuin funktiosymbolin, ja cg, ..., ¢y
ovat vakiosymboleja vastaavia joukon M alkioita.

Koska haluamme esitelld teoreemoja, joissa puhutaan lauseista,
meidén taytyy antaa tarkka méa#ritelma niille lauseille, joista teoree-
mamme puhuvat.

Aakkoston ensimméisen kertaluvun kaava tarkoittaa kaavaa, jo-
ka saadaan muodostettua kdyttiden aakkoston symboleja, merkkejé
(,),= (yhtdsuuri),V (kaikilla), 3 (on olemassa), = (ei), V (tai), A
(ja), = (implikoi), < (ekvivalentti) sekd muuttujasymboleja, joita
voidaan sitoa kvanttoreilla.

Ensimmaéisen kertaluvun kaavassa ajatellaan, ettd muuttujat saa-
vat arvoikseen pelkistéddn joukon M alkioita, eivéit esimerkiksi jou-
kon M osajoukkoja. Néin ollen Vz tarkoittaa Va € M ja Jz tarkoit-
taa dx € M.

Ensimmaéisen kertaluvun lause tarkoittaa ensimmaéisen kertalu-
vun kaavaa, jossa jokainen muuttuja on sidottu kvanttorilla. Jos M
on malli, joka on yhteensopiva aakkoston kanssa, ja ¢ on ensimmaéisen
kertaluvun lause, voi £ olla tosi tai epitosi mallissa M.

Esimerkki aakkostosta on +, x,0,1, <, missé + ja x ovat kaksi-
paikkaisia funktiosymboleja, < on kaksipaikkainen relaatiosymboli,
ja 0,1 ovat vakiosymboleja. Esimerkki tdmén aakkoston kanssa yh-
teensopivasta mallista on (R, +, x,0,1, <), missd +, x,0,1, < ovat
reaalilukujen tavanomaisia operaattoreita, relaatio ja alkioita.

Esimerkkejé ensimmaéisen kertaluvun lauseista ovat nyt reaalilu-
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kujen kunta-aksioomat seka jarjestysaksioomat. Namé& nimittéin voi-
daan kirjoittaa ensimméisen kertaluvun lauseelle sallittuja merkkejé
kédyttden. Esimerkiksi distributiivisuusaksiooma voidaan kirjoittaa

VaVyVz(x x (y+ z) = (x X y) + (x X 2))

ja kéénteisalkion olemassaolo lauseena

Va((—(z =0)) = Jy(z xy = 1)).

Supremum-aksioomaa, jossa kvantifioidaan reaalilukujen joukon
osajoukkojen yli, ei voida kirjoittaa ensimmaéisen kertaluvun lausee-
na.

Kaikki reaalilukujen kunta-aksioomat seké jérjestysaksioomat
ovat tosia mallissa (R, +, x, 0,1, <). Esimerkeji epétosista lauseista
ovat 1+14+1=1+1sekd JzIy(1 <z)A (0 Xy =2x)).

Jos A on lausejoukko, ja kaikki joukon A lauseet ovat tosia mal-
lissa M, sanomme, ettd M on lausejoukon A malli.

Loogikot ovat kehittdneet pé#édttelysysteemejéd, joissa en-
simméisen kertaluvun lausejoukoista voidaan todistaa uusia en-
simmaéisen kertaluvun lauseita. Esimerkki meidédn tarpeisiimme kel-
paavasta péadttelysysteemistd 16ytyy teoksesta Doets [9], liitteestéd
A. Padttelysysteemeilld on seuraava tarked ominaisuus: Jos lause
saadaan péiteltyd lausejoukon A lauseista, se saadaan péiteltyi
ddrelliselld askelméadrilla, joten sen pédttelyssd vedotaan vain
ddrelliseen méarain lausejoukon A lauseita.

Ristiriita voidaan méiéiritelld vaikkapa lauseeksi Jz(—z = z).

Seuraava tulos meidén kannaltamme térkeé:

Teoreema 1 Olkoon A ensimmdisen kertaluvun lausejoukko. Seu-
raavat ehdot ovat yhtdpitivid:

1. Lausejoukosta A ei saada pdadteltyd ristiriitaa.

2. On olemassa malli M siten, ettd kaikki A:n lauseet ovat tosia
M:ssd.
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Todistus: Doets [9], Lauseen A 7 mukaan jos lause saadaan
pidteltyéd A:sta, se on tosi kaikissa niissd malleissa, joissa kaikki A:n
lauseet ovat tosia. Oletetaan (2). Koska ristiriitainen lause ei voi olla
tosi missddn mallissa, lausejoukosta A ei saada paételtya ristiriitaa.
Siis (2) implikoi véitteen (1).

(1) implikoi (2) on Doets [9], Lause A 9.0

Jos lausejoukosta voidaan péaitelld ristiriita, se voidaan tehd&
dadrellisen monella paittelyaskeleella, joten pédattelyssd voidaan ve-
dota vain &#rellisen moneen lausejoukon lauseista. Néin ollen saa-
daan seuraava korollaari:

Korollaari 2 Olkoon A ensimmdisen kertaluvun lausejoukko. Seu-
raavat ehdot ovat yhtdpitdvid.

e Jokaisella darelliselld Ay C A on olemassa malli M siten, ettd
katkki Ag:n lauseet ovat tosia M:ssd.

e On olemassa malli M siten, ettd kaikki A:n lauseet ovat tosia
M:ssd.

Y114 olen méaritellyt aakkoston (ja vastaavasti mallin) siten, ettd
se saa sisdltdd vain dérellisen médrian relaatio-, funktio- ja vakiosym-
boleja. Tamé on kuitenkin ep#olennaista: Jatkossa oletamme, etté
namé joukot voivat olla myos darettomis. Kaikki yllimainitut tu-
lokset pétevit myos téssid tapauksessa.

13.3 Reaalilukualueen laajentaminen

Léhdetéén liikkeelle mallista (R, +, x, —, /, <), joka on yhteensopi-
va aakkoston L = (4, x,—, /, <) kanssa. (Maéritelldén nollalla ja-
kaminen mielivaltaisesti, jotta saadaan reaalilukujen systeemi aset-
tumaan yllikehitettyyn viitekehykseen.) Muodostetaan aakkosto L'
lisddmlla aakkostoon L nimi (vakiosymboli) z, jokaiselle reaalilu-
vulle 7. Olkoon A kaikkien niiden aakkostossa L' = (+,x,—,/, <
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, (x)rer) muotoiltujen 1. kertaluvun lauseiden joukko, jotka ovat
tosia mallissa (R, +, X, —, /, <, (r)er)-

Olkoon a uusi vakiosymboli. Olkoon L” aakkosto, joka saadaan
kun aakkostoon L’ lisdté#in uusi vakiosymboli a. Maéritelliin A’
niin, ettd se saadaan, kun A:han lisdtaéin lauseet x, < a jokaiselle
reR.

Olkoon Ay lausejoukon A’ direllinen osajoukko. Muodostetaan
malli My, jonka perusjoukko on R, ja jossa +, x,—,/, < ovat Rin
tavanomaisia operaattoreita, ja x, on tulkittu r:ksi kaikilla r € R.
Koska Ag voi sisdltda vain dérellisen méaran lauseita z,. < a, voidaan
a madritelld suuremmaksi kuin néissd esiintyvit luvut. Siis kaikki
Ap:n lauseet ovat tosia My:ssa.

Teoreema 3 Lausejoukolla A’ on malli M = (M, ...), jossa kaikki
A’:n lauseet ovat tosia. M laajentaa reaalilukujen systeemid.

Todistus: Edellé osoitetun perusteella jokaisella A’:n direllisells
osajoukolla on malli. Siis Korollaarin 2 nojalla lausejoukolla A’ on
malli M = (M,...).

M laajentaa reaalilukujen systeemié, koska on olemassa upo-
tus R — M. Téassd upotuksessa jokainen reaaliluku r kuvautuu
symbolin z, tulkinnaksi M:ssi. Koska A’ sisdltisi kaikki mallissa
(R, +, x,—, /, <, (r)rer) todet lauseet, A’ sisdltdd myos kaikki todet
lauseet tyyppid z, + x,» = z,» (ja vastaavat lauseet operaattoreil-
le x,—,/,<.) Néin ollen M:n operaattorit +, X, —, /, < laajentavat
reaalilukujen vastaavia operaattoreita.[]

Koska A’ sisiltdd kaikki mallissa (R, +, x,0,1,<) todet en-
simméisen kertaluvun lauseet, A’ sisiltdd kaikki kunta- ja
jarjestysaksioomat. Néin ollen ne ovat tosia myo6s mallissa M.

Néiden lisdksi M sisdltdd alkion a, joka on suurempi kuin kaikki
reaaliluvut. Koska reaaliluvut eivat sisdlla téllaista alkiota, M on
reaalilukujen kunnan aito laajennus.

Koska reaaliluvuille pitee Vy((0 < y Ay # 0) = (0 < 1/y A
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1/y # 0)), sama pitee myds M:ssd. Néin ollen 0 < 1/a,1/a # 0.
Koska reaaliluvuille péatee myés Vy, z(((0 < y,2) A (y,z2 Z0) A (y <
z)) = (1/z < 1/y)), sama pétee myos M:ssd. Néin ollen 1/a < 1,
1/a<1/2,1/a <1/3,....Siis 1/a on infinitesimaalisen pieni alkio
ja a on adrettomén suuri alkio.

Olemme ylld tutkineet vain kahta M:n uutta alkiota, a:ta ja
1/a:ta. Itse asiassa uusia alkioita tulee vaikka kuinka paljon. N&ité
ovat esimerkiksi a + 5, 2 X a, 42 + 1/a, 0 — 1/a sekd 1/(a X a).
N4istd viimeinen on siitd mielenkiintoinen, ettd se on paitsi infini-
tesimaalisen pieni, myos dérettomén paljon pienempi kuin 1/a, joka
jo itsessédn on infinitesimaalisen pieni.

Olemme siis saaneet todistettua, ettd reaalilukujen jérjestetty
kunta voidaan laajentaa jarjestetyksi kunnaksi M, joka sisdltdd re-
aalilukujen liséiksi mm. #drettomén suuria ja infinitesimaalisen pie-
nié alkioita. M toteuttaa lisiksi sellaisen vahvemman ehdon, etti
(R, +, x,—, /, <, (r)rer):ssa todet ensimméisen kertaluvun lauseet
ovat tosia M:ssé.

13.4 Kompleksilukualueen laajentami-
nen

Kompleksilukualueen laajentaminen tehd&dén samoin kuin reaa-
lilukualueen laajentaminenkin. L#hdetddn siis liikkeelle mallista
(C,+, x,—, /,(c)cec) seki mallin kanssa yhteensopivasta aakkostos-
ta L. Muodostetaan L’ lisidmiélld L:84n uusi vakiosymboli a. Olkoon
A kaikkien mallissa (C, 4+, x, —, /, (¢)cec) tosien ensimméisen kerta-
luvun lauseiden joukko. Muodostetaan A’ lisdédmilld A:han lause
—(a = z.) jokaiselle ¢ € C.

Teoreema 4 On olemassa malli N = (N, ...), jossa kaikki lause-
joukon A’ lauseet ovat tosia. N laajentaa kompleksilukujen systee-
mid.

Todistus: Osoitetaan samaan tapaan kuin reaalilukujen tapauk-
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sessakin, ettdi A”:lla on malli N = (N,...), jossa kaikki A":n lauseet
ovat tosia.

Osoitetaan samaan tapaan kuin reaalilukujen tapauksessakin,
ettd C voidaan upottaa N:d&n, ja N:n laskutoimitukset laajenta-
vat kompleksilukujen laskutoimituksia.[]

Koska —=(a = z.) on tosi N:ssi kaikilla ¢ € C, a:ta ei vastaa
mikadn kompleksiluku, joten N on kompleksilukujen kunnan aito
laajennus.

Koska kompleksiluvut toteuttavat kunta-aksioomat, ja N ja
kompleksiluvut toteuttavat samat aakkostossa (4, —, X, /, (2¢)cec)
muotoillut ensimmaéisen kertaluvun lauseet, myts N toteuttaa
kunta-aksioomat.

Osoitetaan vield, ettd N:ssd jokaisella (ei-vakio)polynomilla on
nollakohta. Olkoon n € N, n > 0. Osoitetaan, ettéd jokaisella astet-
ta n olevalla polynomilla on nollakohta. (C,+, x,—, /, (x.)ccc):ssd
patee

V20,215 -y 2n(2n 0=

Jy(zo + (21 X y) + (2 Xy X y) + -4 (2o Xy x -+~ x y) = 0)).

Nidin ollen sama lause pitee myos N:ssi, ja jokaisella (ei-
vakio)polynomilla on nollakohta.

Algebrassa voidaan todistaa seuraava: Olkoon K kunta ja P(x)
polynomi, joka ei ole nollapolynomi ja jonka kertoimet ovat K:ssa.
Jos k € K on polynomin P(x) nollakohta, z — k on polynomin P(x)
tekiji. Todistus 16ytyy teoksesta Adams [8], Teoreema 5.5. Néin ollen
N:ssi jokainen (ei-vakio)polynomi voidaan jakaa ensimmaéisen asteen

13.5 Lopuksi

Téssé kirjoitelmassa olemme késitelleet pelkéstdin kysymystéa, voi-
daanko lukualueita laajentaa. Kokonaan toinen kysymys on se, etté
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onko niitd jarkevdd laajentaa. Jos emme oleta malleilta M ja N muu-
ta kuin ylld on esitetty, niilld ei liene muuta kiyttoa kuin olla esi-
merkkein siitéd, ettd laajentaminen voidaan tehda.

Sini-, kosini- ja eksponenttifunktioita ei esimerkiksi valttdmatti
voida maééritella M:n ja N:n alkioille. Jos némé& halutaan
médritelld, on esimerkiksi lihdettdvd mallista (R, +, x,—,/, <
,sin, cos, exp, (r).cr) ja laajennettava siti samaan tapaan kuin
edell.

Samanlaisia, mutta tarkemmin tarkoitustaan vastaamaan kon-
struoituja malleja kuin M ja N kiytetdin Abraham Robinsonin
epdstandardissa analyysissd. MyOs néissd malleissa pétevit kaik-
ki reaalilukujen (kompleksilukujen) systeemisséi todet ensimmiisen
kertaluvun lauseet, ja ne sisiltdviit reaalilukujen (kompleksiluku-
jen) lisdksi infinitesimaalisen pienid ja &#rettémén suuria luku-
ja. Epéstandardissa analyysissd voidaan monia analyysin asioita
uudelleenmadiritelld infinitesimaalisen pienten lukujen avulla raja-
arvotarkastelujen sijaan. Esimerkiksi funktio on jatkuva, jos ja vain
se vie infinitesimaalisen ldhelld toisiaan olevat pisteet infinitesimaa-
lisen ldhelle toisiaan.

Epéstandardissa analyysissa ei my6skéén tule vastaan tilannetta,
jossa jokin reaalifunktio olisi méaaritteleméton laajennetun kunnan
alkioille: Jokaisella reaalifunktiolla on epéstandardi vastineensa.

Epéstandardi analyysi infinitesimaaleineen on kuitenkin teema,
josta voidaan olla useaa mieltd. Jotkut kokevat sen hyodylliseksi,
mutta monien mielesté sen kayttd vain mutkistaa asioita eikd mah-
dollista mitaén sellaista, mité ei voisi tehda standardityokaluilla.

13.6 Pahkinosita

1. Olkoon M kuten edellé, ja olkoon z € M, 0 < z. Olkoon n € N,
n > 0. Osoita, ettd on olemassa yksikésitteinen y € M, 0 <y,
jolle y™ = z.

2. Olkoon M kuten edelld. Osoita, ettd joukolla R C M ei ole
pieninté ylédrajaa.
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3. Olkoon M kuten edelld. Muodostetaan joukko M x M, ja

méidritelldéin sielld laskutoimitukset (z,y) + (2',y') = (v +

/ AN ! AN !/ ! / !/ : =

ThyY+y ) Ja (1'7y)(£l,' Y ) - (l’(L’ —yy, Ty +x y) OSOltaa ettd

néin saadaan kunta. (Yritd keksid fiksumpi ratkaisu kuin kaik-

kien aksioomien tarkastaminen késin.) Osoita, ettéd tdssd kun-
nassa jokaisella (ei-vakio)polynomilla on nollakohta.

4. Olkoon A kaikkien mallissa (R,+,—, %, /, <, (r)rer) tosien
lauseiden joukko. Muodostetaan A’ lisdédmiilli A:han lause
a # x, jokaiselle r € R. Olkoon M = (M,...) lausejoukon
A’ malli. Osoita, ettd M:ssi on ddrettémén suuria ja infinite-
simaalisen pienid alkioita. (ts. alkioita, jotka ovat suurempia
kuin kaikki reaaliluvut ja alkioita, jotka ovat nollaa suurempia
mutta kaikkia positiivisia reaalilukuja pienempi.)

5. Osoita, ettd Lauseissa 3 ja 4 systeemit M = (M,...) jaN =
(N,...) voidaan valita niin, ettd |[M| > |R| ja |[N| > |C|, missd
| - | on joukon mahtavuus.
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Luku 14

Niukan esittely

H

=R
V:

Hei kaikki, mini olen universaalikvanttori.
Hoh, Aa, mikas titteli tuo nyt on olevinaan?

Matemaatikot kutsuvat ylosalaisin kddnnettya A:ta uni-
versaalikvanttoriksi.

Jos kerran aletaan hienostelemaan, niin en mindka&n
sitten ole Fe, vaan eksistenssikvanttori.

Palataan kuitenkin asiaan. Me seikkailemme Kkirjoitel-
massa Pelataan niukkaa.

Me pelaamme sielld kaikenlaisia pelejé.

Kirjoitelma loytyy tésté kirjasta.

Klassisesta matematiikasta 16ytyy paljon mielenkiintoisia ongel-
mia ja niiden nerokkaita ratkaisuja.

3:

Ve

En mind vain ole 16ytédnyt matematiikasta mitdan mie-
lenkiintoista. Matematiikkahan on vain kokoelma sut-
tuisia kaavoja paperilla.

Ehké asiaan pitdisi syventyid. Kaavat ovat vain kieli
asioiden ilmaisemiseen, ja ehkédpéd ne kaavojen kuvaile-
mat asiat ovat mielenkiintoisia.
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J: No siind tapauksessa jonkun pitéisi kylld kehittdd hou-
kuttelevampi tapa kuvata asioita.

Esimerkki tallaisesta ongelmasta on jatkuvuuden
madritteleminen: Kuinka voisimme antaa matemaattisesti
tdsméllisen luonnehdinnan, jonka avulla voisimme erottaa jat-
kuvat funktiot muista funktioista?

V: Jatkuvuus on venyva ominaisuus. Jos jatkuvan funktion
kuvaajaa venytetdin eri tavoin, on tuloksena edelleen
jatkuvan funktion kuvaaja.

J: Kuinka sitten voisi laskea, onko funktio jatkuva? Las-
kun tuloshan on aina tésméllinen, eiki siiné ole mitain
epamédriista tai venyvas.

V: En tiedd. Ehkd Tuomas kertoo, kunhan luemme hiukan
pidemmaille.

Erds ensimméisend mieleen tuleva tapa luonnehtia jatkuvuus on
kiyttiad infinitesimaalisen pienen (eli &4rettomén pienen) muutoksen
késitettd: Funktio on jatkuva, jos sen arvo muuttuu infinitesimaali-
sen vahén, kun pistetti, jossa funktion arvoa tutkitaan, muutetaan
infinitesimaalisen vdhén. Ma#ritelmé toimii, jos infinitesimaalisen
pienen luvun késite saadaan kehitettyéd toimivaksi. Infinitesimaali-
sen pienen luvun késite saadaan kehitettyd (Abraham Robinsonin
Epdstandardi analyyst), mutta se on monimutkaista jopa matemaat-
tisesti koulutetulle henkildlle.

J: Nyt Tuomas alkoi puhua jostain yliopistotason kamasta,
joka vaatii vuosikausien perehtymisté. Jos jatkuvuuden
ymmértdminen vaatii yliopistotason opintoja, miné tai-
dan mielummin ldhted pelaamaan peleja.

V: Ehk& voisi 16ytyd joku tapa luonnehtia jatkuvuutta il-
man, ettd tdytyy viitata dérettomén pieniin lukuihin.

3: Just joo. Viitdtké muka, ettd voisimme viitata
darettomén pieneen muutokseen kiertoilmauksella, jos-
sa itse asiassa puhutaan pelkastdan dérellisen kokoisista
luvuista? Véahén niin kuin poliittisesti korrektisti.

123



Differentiaali- ja integraalilaskennan kehitys suunnilleen vuosina
1600-1900 paljasti, ettd téllainen kiertoilmaus on olemassa. Funktio
on jatkuva pisteessi a, jos kaikilla € > 0 on olemassa § > 0, jolle
kaikilla z, |x — a| < 6, pétee | f(zx) — f(a)| < e

J: Tuosta mind en ymmérrd holkisen polaysta.

V: Katso hiukan tarkemmin. Kylld sind ymmaérrit kaikki
merkit. € ja 6 ovat vain reaalilukumuuttujia.

J: No joo, mutta niistd muodostettu kokonaisuus on niin
monimutkainen, ettei sitd pysty hahmottamaan.

Kiertoilmauksessa esiintyy kolminkertainen kvantifiointi ”kaikil-
la ...on olemassa ...siten, ettd kaikilla ... pétee ...”. Sen hahmot-
taminen on todella vaikeaa.

V: Kvantifiointi tarkoittaa ilmauksia ”kaikki” ja "on ole-
massa’.

Onneksi matemaattinen logiikka tarjoaa tavan hahmottaa
sisdkkéisid kvantifiointeja. Lause

”Kaikilla ¢ > 0 on olemassa § > 0, jolle kaikilla z, |z —
a| < 4, pitee |f(z) — f(a)] < €’

ajatellaan peliné, jossa pelaajat V ja 3 valitsevat vuorotellen ar-
voja muuttujille €, 0 ja x.

3: No niin, nyt piéstiin asiaan.

V yrittéd valita arvot niin, ettd lauseen ehto |f(x) — f(a)| < € on
epétosi, ja 3 yrittad valita arvoja niin, ettéd ehto on tosi. Lauseen to-
tuus riippuu siitd, kummalla pelaajalla on voittostrategia. Jos voit-
tostrategia on F:114, on lause tosi, ja jos voittostrategia on V:lla, on
lause epétosi. (Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen
laitoksen loogikot ovat muuten kunnostautuneet erilaisten logiikkaan
liittyvien pelien tutkimuksessa.)

J: Pelataan jatkuvuuspeli pisteessd 0 funktiolle f: R —
R; f(z) = 5z.
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V: Valitsen e:n arvon 0, 1!
3: Valitsen §:n arvon 0, 01!
V: Valitsen z:n arvon 0, 001!

: |f(z) — £(0)] = 0,001 -5 = 0,005 < 0,1 = e. Voitin!

L

Pelataan niukkaa-kirjoitelmaa lukiessa ei tarvitse tyytyé passiivi-
sesti omaksumaan esitettyé asiaa, vaan lukija padsee itse ratkomaan
tehtédvii, joissa etsitdéin voittostrategioita jatkuvuutta kuvaaviin pe-
leihin.

V: Ja vaikeissa kohdissa me annamme hyvid neuvoja.

3J: Pelataan jatkuvuuspeli pisteessd 0 funktiolle f: R —
R; f(z) = z*%.

V: Kuule, tdm4 teksti alkaa olla lilan pitka esittelyksi.

J: Lihdetdanko sitten varsinaiseen kirjoitelmaan pelaa-
maan? Sehédn on seuraavana tdssi kirjassa.

V: L&hdetdén vaan. Vaikka lukija olisi tippunut kérryiltd
tdtd johdantoa lukiessa, se ei haittaa. Kirjoitelmassa
asiat selitetdén huolellisesti alusta pitden.

J: Eiké sielld puhuta mistddn kolminkertaisista kvantifioin-
neista, vaan jatkuvuus mééritelldin suoraan pelin avul-
la.
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Luku 15

Pelataan niukkaa

15.1 Esindytos

Henkilot: V ja 3, pelureita.

Pelataan niukkaa, sano joku luku.
Viisi!

Kuusi! Voitin niukasti.

Pelataan uudestaan. Sano joku luku.
Miljoona!

Miljoona yksi! Voitin niukasti.
Pelataan vield kerran. Sano joku luku.
Miljardi!

Miljardi yksi! Voitin niukasti.

R S

H

Niukka on ala-asteiden pihoilla pelattu kahden hengen peli, jos-
sa suuremman luvun sanonut voittaa. Kuten lukija pystyikin jo
padttelemédn, pelaajalla, joka sanoo luvun viimeisen&d, on mene-
telmé, jolla hén voittaa pelin varmasti. Jos ensimmaéinen pelaaja
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sanoo luvun a, sanoo jilkimmaéinen pelaaja luvun a + 1. Téllaista
varmaan voittoon johtavaa menetelméd kutsutaan voittostrategiaksi.

Useita matemaattisia ilmi6itd voidaan mieltdé pelien avulla. Esi-
merkiksi se, ettd jalkimmaiselld pelaajalla on voittostrategia niukka-
pelissi, heijastelee sité tosiasiaa, etté jokaista lukua kohti on olemas-
sa toinen, suurempi luku.

V: d pystyy sanomaan suurempia lukuja kuin miné. En tai-
da en#é pelata niukkaa.

J: On olemassa muitakin pelejé. Joissain niistd voittaa sa-
nomalla pienia lukuja.

V: Mini taidankin olla hyvé sanomaan pienid lukuja. Pela-
taan jotain sellaista.

3: [Hykertelee itsekseen: Nyt se h6lmé meni lankaan. Voi-
tan niukan, koska jokaista lukua kohti on olemassa toi-
nen, suurempi luku. Mutta aivan vastaavasti jokaista
positiivista lukua kohti on olemassa toinen, pienempi
positiivinen luku. Itse asiassa mink&d tahansa kahden
kesken#én erisuuren reaaliluvun vilissd on reaaliluku-
ja.]

Vilipelissd V sanoo ensin reaaliluvut « ja y, joille z < y. Sitten
3 sanoo reaaliluvun z. Pelaaja 3 voittaa vilipelin, jos z < z < .
Muutoin V voittaa.

J: Pelataan vilipelid, sano luvut x ja y, joille z < y.

V: 1ja2!

3: 1,07! Koska 1 < 1,07 < 2, miné voitin.

3:114 on vilipelissa voittostrategia: Jos V sanoo luvut z jay, © < y
(koska luonnehdimme systeemid, jolla 3 voittaa, tekipd V mitd ta-
hansa, emme voi tissd olettaa luvuilta x ja y muuta, kuin sdantojen
vaatimuksen z < y), voi 3 sanoa z:na lukujen z ja y keskiarvon
x/2 4+ y/2, joka on z:n ja y:n vélissd. Tarkemmin tdmé voidaan pe-
rustella seuraavasti: Koska x/2 < y/2, pitee

r=a/24+x/2<z/2+y/2<y/2+y/2=y,

joten 3:n voittostrategia todella toimii.
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d: Pelataan uudestaan.
V: 1ja1,07!
3: 1,035! Voitin.

d: Pelataan uudestaan.
V: 1ja 1,035!
3: 1,0175! Voitin.

Vilipeli heijastelee sita tosiasiaa, ettd kahden erisuuren reaalilu-
vun vélissd on aina reaalilukuja. Vilipelin avulla voidaan osoittaa,
etté ei ole olemassa pieninté positiivista reaalilukua.

V: Luku on positiivinen, jos se on suurempi kuin nolla.
d: Nolla ei ole positiivinen luku.

V: Kylldpé sitd ollaan negatiivisella paalla.

J: Nolla ei ole myoskéadan negatiivinen. Nolla on nolla.

Jos V viittd, ettd y on pienin positiivinen reaaliluku, voi 3 haastaa
V:n vélipeliin. V uskoo, ettd lukujen 0 ja y vélissa ei ole reaalilukuja,
ja niinpd hén sanoo luvut 0 ja y. Nyt 4 kumoaa V:n uskomuksen
sanomalla luvun y/2, joka on positiivinen, y:t4 pienempi reaaliluku.

V: 0,000001 on kylld kaikkein pienin positiivinen reaalilu-
ku.

Katsotaanpa, pelataan valipelii.
OK. 0 ja 0,000001!
0,0000005! Voitin.

Myonnetéén, 0,000001 ei olekaan pienin positiivinen re-
aaliluku.

LWL w

&

Pelataan viela.

: Pidetédin hiukan taukoa, ettid Tuomaskin saa suunvuo-
ron ja pddsee esittelemédn tdman tekstin.

J: Lupaa, ettd pelaat minun kanssa my6hemmin.
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V: Miné lupaan.

Muutos on jatkuvaa, jos muutosta tapahtuu sitd vdhemmén,
mitd vihemmén aikaa kuluu. Téssd kirjoitelmassa tutkimme
pelejd, joiden avulla edellinen luonnehdinta ”sitd vdhemmén,
mitd vihemmin aikaa kuluu” voidaan ilmaista matemaattisen
tasmaéllisesti. Aloitamme luvulla, jossa pohditaan jatkuvuutta ylei-
selld tasolla. Sen jilkeen esittelemme jatkuvuuspelin ja padstimme
lukijan etsiméén sen voittostrategioita.

V: Kuulostaapa vaikealta. Osaakohan lukija etsid voitto-
strategoita?

J: Katso nyt seuraavia lukuja. Niissdhén on kaikenlaisia
johdattelevia tehtévia.

V: Niinpéa. Tehtédviin paneutuminen saa ihmeitd aikaan.

Lopuksi tutkimme jatkuvuuden ja jatkuvuuspelin vélistd yhteyttéd
sekd jatkuvuuspelin muunnelmia.

15.2 Jatkuvuus

Siirryt polkupyoralld pisteestéd a pisteeseen b. Nopeutesi on 36 kilo-
metrid tunnissa. Jos tutkit matkallasi minuutin mittaista ajanjak-
soa, huomaat kulkeneesi 60s - 36 km/h = 600 m. Jos tutkit sekuntin
mittaista ajanjaksoa, huomaat kulkeneesi 10 metrid. Sekuntin sa-
dasosassa olet kulkenut 10 senttié, ja sekuntin miljoonasosassa vain
0,001 senttimetria.

Kun tutkit yhé lyhyempié ajanjaksoja, huomaat kulkeneesi yha
vihemmsan. Tallaista liikettd kutsutaan jatkuvaksi'.

J: Hoh, onko ihmekéén, ettéd tyyppi liikkkuu polkupyérallda

vain 0,001 senttimetrii. Autolla piisisi paljon lujem-
paa.

1 Korkeampaa fysiikkaa tunteville lukijoille huomautan, ettd tdmén luvun esi-
merkeissi liitkutaan klassisen newtonilaisen fysiikan maailmassa, joka ei ole kvan-
tittunut, ja jossa valonnopeus ei ole universaali nopeuksien yliraja. Tarkoituk-
seni on valaista matemaattisia ideoita, ei kuvailla todellisuutta.
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V: Hyss! Jos alamme puhumaan autoista téssi tekstissé,
karkoitamme ympéristotietoiset lukijat.

Jos ajaisimme autolla, vauhtimme olisi kenties 120 kilometri&
tunnissa. Minuutissa liikkuisimme 2 kilometrid ja sekuntissa 33, 33
metrid. Vaikka lukuarvot ovat hiukan suurempia kuin pyoréillessé,
sama ilmi6 toistuu: Kun tutkimme yhé lyhyempié ajanjaksoja, huo-
maamme kulkeneemme yhé lyhyempid matkoja. Myos auton liitke on
jatkuvaa.

V: 120 kilometrid tunnissa on aika nopeaa. Kylld auto ajaa
kaikkina aikavileind vahintd&n yhden senttimetrin.

J: Ei. Jos tutkimme aikavélid, jonka pituus on 0, 0002 se-
kuntia, auto ajaa tuona aikana

0,0002s - 120km/h = 0,0002s - 33% m/s < 0,0l m.

V: No kylld se ainakin ajaa kaikkina aikavilein&d vdhintdan
yhden millimetrin.

J: Eiké. Jos tutkimme aikavalié, jonka pituus on 0,00002
sekuntia, auto ajaa tuona aikana alle yhden millimetrin.

V: No kylld se nyt ainakin ajaa kaikkina aikavéleinid
vihintddn 0, 1 millimetrid

J: Eika. Jos tutkimme aikavilid, jonka pituus on 0,000002
sekuntia, auto ajaa tuona aikana alle 0, 1 millimetrii.

Tehtiva 1
Etsi yleinen menetelmé, jolla 3 voittaa yllakuvatun véittelyn.

e Ensin V sanoo pituuden ¢, joka on suurempi kuin 0.

e Miké nollaa suurempi aikavéli ¢ véittelijan 3 pitdé sen jalkeen
sanoa, ettéd péatisi seuraavaa:

Jos auto kulkee 120 kilometrid tunnissa, se kulkee
ajassa t vihemmén kuin pituuden 4.
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Fi tee eroa, vaikka emme kulkisikaan vakionopeudella. Voimme
hidastaa ylaméessa,

3: Ja kiihdyttdd alamiessal

mutta yhd huomaamme kulkeneemme yhé lyhyempia matkoja, kun
tarkastelemme yhé lyhyempid ajanjaksoja. Myos vaihtelevalla no-
peudella liikkkuminen on jatkuvaa.

Kaikki kuviteltavissa oleva liikkkuminen ei ole jatkuvaa. Kun
Mr. Spock astelee siirtimeen (siirrin tunnetaan myos nimelld te-
leport?) Star Trek -televisiosarjassa, hénen liikkeensid on jatku-
vaa. Siirrin siirtdd Spockin silménrépéayksessi vieraalle planeetalle.
Talloin Spockin liikkeessd on epédjatkuvuuskohta. Vaikka tarkaste-
lisimme kuinka pienté teleport-operaation siséltdvii ajanjaksoa ta-
hansa, havaitsisimme Spockin siirtyneen tuona ajanjaksona tuhansia
kilometrejé.

Oletetaan, ettd kuljemme yksiulotteisesti. Talloin sijaintimme
voidaan ilmaista yhdelli koordinaatilla. Merkitédéin symbolilla f(¢)
kulkijamme paikkaa yksiulotteisessa koordinaatistossa ajanhetkelld
t. Oletetaan ettd olemme matkamme alussa origossa, ja ettd mat-
kamme alkuhetki on hetki 0.

3: Nyt Tuomas olettaa, ettd lukija on Aatami tai Eeva.

V: Ei, haluttu ajanhetki voidaan sopia nollahetkeksi. Jos
mittaamme aikaa esimerkiksi tunteina, on hetki 1 se het-
ki, jona on kulunut yksi tunti sovitusta nollahetkesté, ja
niin edelleen.

d: Minusta olisi paljon coolimpaa sopia alkuhetkeksi —1.
V: Kylla kai niinkin voisi tehd4, jos vaan haluaisi.

Jos nopeutemme on koko ajan 36 kilometrié tunnissa, voidaan f
madrittad helposti kaavalla

f(t) =36km/h -t

2Teleport on kuvitteellinen laite, joka siirtdd henkilén paikasta toiseen ilman,
ettd siirrossa kuluu aikaa
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Tasaisella nopeudella lilkkuminenkin on helppoa mééritellé: Liike on
liiketta tasaisella nopeudella, jos on olemassa nopeus v, jolle

f(t) = vt kaikilla ¢.

Tasaisella kiithtyvyydelld liikkuminenkin voidaan mééritelld. Liike on
liikettd tasaisella kiihtyvyydelld, jos on olemassa nopeus v ja kiihty-
vyys a, joille

1
ft) = vt + gat2 kaikilla ¢.

J: Mité tasaisella kiihtyvyydellad liikkuminen tarkoittaa?
V: Se tarkoittaa sité, ettd nopeus kasvaa vakiotahtia.

J: Ai vdhén samaan tapaan, kuin paikan koordinaatti kas-
vaa vakiotahtia tasaisella nopeudella liikuttaessa?

V: Juuri niin.
Jatkuvaa liikettd on paljon muutakin kuin tasaisella nopeudella
ja tasaisella kiihtyvyydelld tapahtuva liike. Jos hidastat polkemisno-

peuttasi aina valilld ihaillaksesi maisemia, on liikeesi jatkuvaa, mutta
sinun vaikeampi 16yta4 kaavaa kuvaamaan paikkaasi ajan funktiona.

3: Jos vain ihailee maisemia, ei siind paljoa kaavoja muo-
dosteta.

V: Miné kylld luulen Tuomaksen tarkoittaneen, ettd téssé
tapauksessa liikefunktio on sen verran monimutkainen,
etté sille on vaikea 16ytda kaavaa.

Tai ajattele kéirpésen hyorindéd katossa. Senkin litke on jatkuvaa,
mutta sen liikettd kuvaava kaava olisi hyvin monimutkainen.

Kuinka sitten voisi kehittdd matemaattisen teorian, jonka avul-
la voimme tehd4 eron jatkuvan muutoksen (polkupyoriily, kirpisen
lento) ja ei-jatkuvan muutoksen (Spockin teleporttaus) vilille? Ky-
symys ei ole kovin helppo, ja matemaatikot ryhtyivét ratkomaan sitéa
joskus 1600-luvulla. Tyydyttdva teoria saatiin kehitettyé vasta pari
sataa vuotta myShemmin.

J: Ja vield tandkin péaivanid yliopisto-opettajat repivét
hiuksia péadstdan yrittdessddn opettaa sitd uusille opis-
kelijoille.
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Jatkuvaa ja epéjatkuvaa muutosta voi tapahtua muuallakin
kuin pelkdstddn liikuttaessa. Jos esimerkiksi &mpériin valuu vetta
putkesta, voidaan prosessia ajatella jatkuvana funktiona f, jossa
lahtGojoukon pisteet ovat ajanhetkid ja funktion arvot ovat vesimééria
dmpérissa kullakin ajanhetkellé.

V: Minkédhénlaista olisi sitten epéjatkuva veden mé&dran
muutos?

3: Jos vaikka ilked demoni loitsisi &mpérin tyhjéksi.

V: Tai hyvd haltia voisi taikoa puoli litraa lisdd vettd
silménrapéayksessé.

Matemaattista teoriaa muodostettaessa kannattaa abstrahoida pois
se, millaisia suureita tutkimme. Paikkaa 1-ulotteisessa koordinaa-
tistossa ja veden méa#rdd ampéarissi voidaan kumpiakin kuvata re-
aaliluvulla. Niin ollen oletamme, ettd f:n arvot ovat reaaliluku-
ja, ja unohdamme sen, ettd kiytdnnon tilanteissa ne voivat ol-
la paikkoja 1-ulotteisessa maailmankaikkeudessa tai veden méaria
ampdrissid. Samalla tavalla abstrahoimme pois my0s sen, ettd funk-
tion f ldhtdjoukon pisteet ovat ajanhetkié, ja oletamme niidenkin
olevan vain reaalilukuja.

3: Onkohan téstd viimeisestd askeleesta hyotya? Voisiko-
han olla tilanne, jossa kahden seikan vililla on jatkuva
riippuvuussuhde ilman, etté toinen seikoista on aika?

V: Kai sellaisenkin tilanteen voisi 16yté4, jos olisi tarpeeksi
mielikuvitusta. Taidamme jattdd kysymyksen lukijalle
harjoitustehtaviksi.

Néin olemme saaneet muutettua kysymyksen
Kuinka jatkuvuus méaritelliin matemaattisesti?
hiukan yksinkertaisempaan muotoon

Kuinka funktion f: R — R jatkuvuus mé#éritelliin ma-
temaattisesti?

J: Nyt Tuomas kylld huijaa pikkaisen. Kérpésen lento ei
ole yksiulotteista, vaan kdrpésen paikka pitdé ilmaista
kolmella koordinaatilla.
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: Téallaisessa tapauksessa kirpidsen paikkafunktioita on
kolme, X: R - R, Y: R — R ja Z: R — R, joista
ensimméinen antaa paikan z-, toinen y- ja kolmas z-
koordinaatin. Jotta kérpésen lento olisi jatkuvaa, taytyy
kaikkein kolmen funktion olla jatkuvia.

: Osaisimme siis ratkaista tdméankin kysymyksen, jos
tietdsimme, milloin f: R — R on jatkuva.

: Hmm. .. Itse asiassa Tuomas huijaa hiukan toisellakin
tavalla.

: Kuinka niin?

V: Tuomas olettaa, ettd f on méiritelty kaikilla reaalilu-

kuarvoilla.

: Se vastaisi jatkuvan liikkeen tapauksessa tilannetta, jos-
sa liikkuja on aloittanut matkansa hamaassa menneisyy-
dessé, eikd lopeta matkaansa koskaan.

: Jos liikkuja aloittaa matkansa hetkella 0 ja lopettaa
matkansa hetkelld 1, voimme kuvitella, ettd han seisoo
kaikilla negatiivisilla ajanhetkilld pisteessé, jossa hén oli
hetkelld 0, ja ettd han on ykkostd suuremmilla ajanhet-
killa paikassa, jossa hén on hetkelld 1.

: Tuo on tietty fiktiota, mutta sen avulla saamme jatku-
van liikkeen ahdettua Tuomaksen matemaattiseen vii-
tekehykseen.

Palataan pohtimaan Spockin teleporttausta. Hetkelld, jolla
Spock teleporttaa, on Spockin liikkeessé epéjatkuvuuskohta. Jotta
saisimme kysymdmme kysymyksen vieldkin hiukan yksinkertaisem-
maksi, unohdamme funktion f jatkuvuuden joksikin aikaa. Valit-

semme ajanhetken ¢y ja kysymme:

Kuinka méaritellidn matemaattisesti, ettd Spockin liik-
keessé on epajatkuvuuskohta hetkelld ¢g?

Kun abstrahoimme pois fysikaalisen painolastin kysymyksesté, se
muuttuu seuraavaan helpommin kéisiteltdvaan muotoon. Olkoon zg

piste reaaliakselilla.
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Kuinka mééritelladn matemaattisesti, ettd funktiolla
f: R — R on epéjatkuvuuskohta pisteessad x(?

Sanomme, ettd funktio f: R — R on jatkuva pisteessi xg, jos f:ll4
ei ole epdjatkuvuuskohtaa pisteessd xg. Néin olleen mielenkiinnon
kohteenamme oleva kysymys muuttuu muotoon

Kuinka mééritelladin matemaattisesti, ettd funktio
f: R — R on jatkuva pisteessi zq?

Jos saamme tdmén kysymyksen ratkaistua, voidaan yleinen ongelma
jatkuvuudesta ratkaista.

3:

V2

Joo! Funktio on jatkuva, jos silld el ole
epdjatkuvuuskohtaa missdén.

Tai sama toisella tavoin ilmaistuna: Funktio on jatkuva,
jos se on jatkuva lahtojoukon jokaisessa pisteessa.

Ja koko ongelma on ratkaistu! Voidaan taas jatkaa pe-
laamista.

Aldpé vield innostu. Emme nimittéin vield tied4, kuinka
jatkuvuus jossain pisteessid méaritellddn.

Ai niin. Emme tiedd, kuinka ep#jatkuvuuskohta
madritellddn, joten emme myoskadn tiedd, kuinka jat-
kuvuus jossain pisteessd maaritelldan.

Yksinkertaistetaan vielé tilannetta hiukan. Oletetaan, etté tutki-
taan funktion f jatkuvuutta pisteessi 0, ja oletetaan, ettd f(0) = 0.

3:

Mindh&n sanoin, etté olisi coolia valita matkan alkamis-
hetkeksi —1.

V: Mité tekemisté silld on tdmén kanssa?

Kysytéain

Koska Tuomas tutkii jatkuvuutta pisteessd 0, hinen
olettaa, ettd lilkkumisprosessi on ollut kdynnissé jo ne-
gatiivisillakin ajanhetkill.

Olkoon f: R — R funktio, jolle f(0) = 0. Milloin funktio
f on jatkuva pisteessd 07
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Tahén kysymykseen vastaa jatkuvuuspeli.

J: Ja yleiseen kysymykseen jatkuvuudesta pisteessd xo vas-
taa peli, jonka sddnnot ovat seuraavat: Ensin V valitsee
arv. ..

V: Hyss! Sitd ei saa paljastaa vield. Tuomas on jattanyt
kyseisen pelin muotoilemisen lukijalle tehtéviksi 11.

3: Hyva on. Keskitytdén sitten vield kysymykseen, milloin
funktio f, jolle f(0) = 0, on jatkuva pisteessi 0.

15.3 Jatkuvuuspeli

Alla tutkimme jatkuvuuspelid®, jossa voittostrategian olemassaolo
heijastelee funktion jatkuvuutta ja epdjatkuvuutta pisteessi 0. Ol-
koon f: R — R funktio, jolle f(0) = 0. Funktio f on jatkuva
pisteesséd 0, jos f:n arvot ovat lidhelld nollaa, kun funktion arvoja
tarkastellaan ldht6joukon pisteissé, jotka ovat ldhelld nollaa. Edelli-
nen luonnehdinta jatkuvuudelle pisteessd 0 on epamééariinen johtuen
epamadriisestd sanasta ”1dhelld”, ja tulemme saamaan pelin avulla
tdsmaéllisemmaén luonnehdinnan.

Aloitamme kuitenkin pelkdstd jatkuvuuspelistéd, ja palaamme
ominaisuuteen ” f on jatkuva pisteessd 07 luvussa 5.

Miiritelmd 1 Olkoon f: R — R funktio, jolle f(0) = 0. Funktion
f jatkuvuuspelin sddnnot ovat seuraavat:

e Ensin V sanoo jonkun positiivisen reaaliluvun, jota merkitdan
symbolilla e.

V: e lausutaan ’epsilon’.

3Jatkuvuuspeli kiertelee folklorena paikoissa, joissa jatkuvuuden alkeita ope-
tetaan. Minulla ei ole harmainta aavistusta sen alkuperiisestd kehittdjastia. Op-
pikirjoista 16ytyy yleensd pelimééritelmén kanssa yhtdpitdava, mutta erilainen ja
hiukan abstraktimpi mééritelmé jatkuvuudelle.
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e Seuraavaksi 3 sanoo jonkun positiivisen reaaliluvun, jota mer-
kitéadn symbolilla §.

J: § lausutaan ’delta’.

e Sitten V sanoo reaaliluvun, jota merkitdéan symbolilla x, ja joka
toteuttaa ehdon |z| < 4.

V: x lausutaan ’dks’.

J: Kyllé lukija sen tietdd, polho.

Nyt 3 voittaa pelin, jos |f(z)| < e. Muutoin V voittaa pelin.
V: Lukija, ald sdikéahdé, vaikka et vield ymmaéartéisikééan jat-
kuvuuspelin ja jatkuvuuden vilistd yhteytta.

J: Pelien pelaaminen on hauskaa, vaikka peleilld ei olisi-
kaan yhteyttd mihinkd&n suurempaan.

V: Jatka vain lukemista.

Nyt tunnemme jatkuvuuspelin sdinnot. Vilkaistaan seuraavaksi
ihan nopeasti, miltd tyypillinen jatkuvuuspeli nayttéa.

3: Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle f: R — R; f(0) = 0,
ja f(z) =1, kun z # 0.

V: Pelaan e:n arvon 1, 5!
J: Pelaan §:n arvon 1!

V: Pelaan z:n arvon —0,5! Koska | — 0,5/ = 0,5 < 1 = 4,
siirtoni on sddntojen mukainen.

J: Kumpihan voittaa? Lasketaan!
V: |f(2)| = | =55 =1—2| =2 > 1,5 = e Voitin!

Palataan vield jatkuvuuspelin sédntoihin. Luvuilta § ja € ei vaa-
dita muuta kuin se, ettd ne ovat positiivisia reaalilukuja.

V ja 3: Osaamme kylld valita positiivisia reaalilukujal

Pelaajan V valinnan x tiytyy toteuttaa ehto |x| < ¢.
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V: Tuossa 9 voi olla miké tahansa tahansa positiivinen re-
aaliluku. Pystynkohén aina valitsemaan luvun z, joka
toteuttaa ehdon |z| < 67

3 |z| < § tarkoittaa samaa kuin —¢ < & < §. Muistelehan
hiukan vilipelid.

Tehtiva 2

Jatkuvuuspelin sdéntdjen mukaan V:n valinnan z taytyy toteuttaa
ehto |z| < 4. Valinta = 0 toteuttaa aina edellisen ehdon, koska
¢ on positiivinen. Niinpé V:n on aina mahdollista pelata sdénttjen
mukaan. Onko V:n sdédntojen puitteissa mahdollista valita aina po-
sitiivinen x? Enté negatiivien x?

V: Lukija, kun teet tehtdvid, muista aina perustella itselle-
si, miksi 16ytdmaési ratkaisu on oikea.

3: Voit my6s katsoa ratkaisun tdmén kirjoitelman lopusta.

V: Kannattaa kuitenkin ensin yritti4 itse ratkaista tehtava.
Vaikka et keksisikddn ratkaisua, on malliratkaisun
ymmértdminen helpompaa, kun on itse ensin pohtinut
hiukan.

J: Kun lunttaa malleista, on helppo voittaa.

V: Tuomas on antanut malliratkaisut ilman perusteluja, ja
sinun taytyy itse keksié perustelu, miksi ehdotettu mal-
liratkaisu toimii.

J: Jos sinulla on hahmotusvaikeuksia, voit my6s piirrelld
kuvia tilanteesta.

V: Siis sellaisia, joissa on funktion kuvaaja koordinaatistos-
sa, ja jossa € on merkitty y-akselille ja § on merkitty -
akselille. Koska tutkit itseisarvoja, voi olla hyodyllista
my6s merkitéd y-akselille —e ja x-akselille —6.
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15.4 Ja ei kun pelaamaan

Edellisen luvun lopussa totesimme, etté jatkuvuuspelissd molemmat
pelaajat pystyvét aina noudattamaan sdéantoja. Seuraavaksi alamme
tutkia sitéd, kuinka pelaajien kannattaa pelata voittaakseen.

3: Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle f: R — R; f(z) = 2*
kaikilla x.

V: Selvi, pelaan e:n arvon 0, 1!
J: Pelaan §:n arvon 0, 05!

V: Pelaan z:n arvon —0, 01! Koska |z| = |—0,01| < 0,05 =
d, on lausahdukseni sdéntojen mukainen.

3: |f(x)] = |(—0,01)3| = ]0,000001| < 0,1 = ¢, voitin!

Tehtiva 3

Palataan edellisessd esimerkkipelissd kohtaan, jossa 3 on valinnut
d:n arvon 0,05, ja V pohtii omaa z:n arvon valintaansa. Olisiko
V:n mahdollista valita (sdédntdjen puitteissa) sellainen z, jolla hin
voittaisi pelin?

V: Jatkuvuuspelin sdédnnot vaativat, ettd f(0) = 0. Muis-
tiko lukija tarkistaa, ettd edellisen esimerkkipelin f to-
teuttaa tdmén ehdon?

Mikéli lukija teki edellisen tehtdvén, hén havaitsi, ettd 3 pys-
tyi luomaan tilanteen, jossa hén voittaa varmasti. Seuraavaksi on
lukijan vuoro luoda tillaisia tilanteita.
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Tehtiva 4

1.

J: Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle f: R — R;
f(x) = 5z kaikilla z.

V: e=0,1!

J: Lukija, olisitko kiltti ja auttaisiko minua
I6ytaméain sellaisen d:n arvon, jolla voitan pelin
varmasti?

LU

: Pelataan uudestaan samalle funktiolle.

V: e =0,001!

3J: Lukija, autatko uudelleen? Tahdon taas voittaa
varmasti.

J: Pelataan vield kerran samalle funktiolle.
V: € = 0,000001!

: Lukija, tdnne ja heti! Tahdon voittaa!

L

lin.

Nyt olemme tutkineet, kuinka 3:n kannattaa pelata tietyissi ti-
lanteissa. Seuraavaksi etsitd&in menetelmié, joilla 3 voittaa koko pe-

Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle f: R — R; f(z) = 50z
kaikilla x.

V: e=0,1!

< W

LWL w

tH

5 = 0,002!
z = 0,001! Koska z = 0,001 < 0,002 = §, on lausah-

dukseni sdidntéjen mukainen.

|f(x)] =50-0,001 =0,05<0,1=e. Voitin.
Pelataan uudestaan. e = 0, 01!

4 = 0,0002!

z = 0,00019! Koska x = 0,00019 < 0,0002 = 4, on
lausahdukseni sédiantéjen mukainen.

|f(z)] = 50-0,00019 < 0,01 = €. Voitin.

Pelataan uudestaan. e = 0,001!
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3: 5 =0,00002!.

V: z = 0,000019999! Koska =z = 0,000019999 < 0,00002 =
d, on lausahdukseni sdédntojen mukainen.

3: |f(z)| = 50-0,000019999 < 0,001 = €. Voitin.
V: Siné voitat koko ajan. Miten ihmeessé teet sen?

J: Katsos, jos sind sanot mink& tahansa e:n arvon, mind
valitsen d:n arvon €/50.

V: Niinpd. Sadnnét vaativat, ettd || < 6 = €/50, jolloin
|f(2)] = 50|z| < 508 = 50¢/50 = e.

Valitsinpa minké tahansa sédéntojen salliman x:n arvon,
on viistdmétti | f(x)| < e. Sind ryokéle voitat, yritinpd
pelata kuinka hyvin tahansa.

3: Joo. 4:n valinta €/50 on voittostrategia télle funktiolle.

Tehtiva 5

Etsi pelaajalle 3 voittostrategia jatkuvuuspelissi seuraaville funk-
tioille f.

J: Ei voittostrategian 16ytdminen ole sen vaikeampaa
kuin edellisen tehtdvian tekeminenkdin. Nyt taytyy
vain varautua edeltd késin kaikkiin juoniin, joita V voi
e:n valinnan kanssa keksi.

= 0 kaikilla z.

= ¢ kaikilla z.

w
[y
8

= 100000z kaikilla x.

= 6z, jos x <0, ja f(z) = 100z, jos = > 0.
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ot

. f(x) = 2? kaikilla x.
. f(z) = /|z| kaikilla «.

7. f(x) = x, jos = on rationaalinen ja f(z) = 0, jos = on irratio-
naalinen.

=2}

8. f(z) =0, jos z < 1, ja f(z) = 1000000, jos = > 1.
9. f(x) = 22 + 7 kaikilla x.

J: Kylldpé tuo edellinen kohta oli hankala. Than tuli
hiki pelatessa.

V: Miltdhan sitten lukijasta tuntuu?

J: Enpé tiedd. Pitdisikohan lukijaa varoittaa?

V: Joo. Lukija! Jos edellinen kohta tuntuu liian han-
kalalta, voit jattaa sen tekemétta.

10. f(0) =0, ja f(z) = 5zsin(2), kun z # 0.

V: Onkohan tuossa sinin ldhtdarvo asteita vai radi-
aaneja?

J: En mind tiedd. Luulisin, ettd Tuomas kéyttad ra-
diaaneja.

V: f taitaa olla eri funktio riippuen siité, kumpi vaih-
toehto valitaan, mutta pelin idea on sama kum-
massakin tapauksessa.

3: Sovitaan sitten, ettd sinin ldhtéarvo on radiaane-
ja.

V: Kyllapé mieleni olisi tehnyt sanoa edellisissa teht&dvissé
ddrettoméin pieni e. Sellaisen yli olisi tosi helppoa paasta
| f(z)]:114.

J: Niin, mutta positiivisten reaalilukujen joukossa ei ole
ddrettoméan pienid lukuja. Muistathan, kuinka kévi
vilipelissid? Ei ole olemassa pienintd positiivista reaa-
lilukua.
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V: Ikdvda. Minun on tyydyttdva hyvin pieneen e:hen.

J: Mutta useissa tapauksissa on olemassa riittdvan pieni e.
Katso vaikka seuraavaa esimerkkié.

Esimerkki 2 Olkoon f: R — R; f(z) = 0, jos z = 0, ja f(z) =
100 + |z|, jos « # 0. V:lla on seuraava voittostrategia:

e Ensin V sanoo e:né luvun 50.

e Sitten 3 sanoo jonkun luvun 4. (Koska V:n voittostrategian tu-
lee johtaa V:n voittoon tekipa 3 mita tahansa, emme voi olettaa
luvusta 0 muuta kuin ettd se on positiivinen reaaliluku.)

e Sitten V valitsee z:nd luvun §/2. Koska |z| = §/2 < §, on V:n
lausahdus luvallinen. (Olennaista on se, ettd sanoipa 3 minké
luvun § tahansa, menetelmdmme antaa V:lle toimivan z:n va-
linnan.)

Nyt |f(z)] = 100 + |z| > 50 = ¢, joten ¥ voittaa pelin. Siis
menetelmémme johtaa V:n voittoon yrittipd 3 mitd tahansa, joten
V:lla on voittostrategia.

3: Pelataan jatkuvuuspeli funktiolle f(z) = 0, jos z = 0,
ja f(xz) =100 + |z| muutoin.

V: [Hykertelee itsekseen: Nyt mind kylld voitan varmasti.]
€ = 50!

3: §=0,01!

V: x = 0,005! Nyt |z| < §, joten pelaan sédintdjen mukaan.
| f(z)] = 100 + 0,005 > 50 = €. Voitinpas kerrankin!
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Tehtiva 6

Etsi pelaajalle V voittostrategia jatkuvuuspelissi seuraaville funk-
tioille f.

1. f(z) =0, kun 2 <0, ja f(z) =1, kun = > 0.
2. f(&)=0,kun z >0, ja f(z) = m, kun x < 0.

3. f(z) = 0, kun z on rationaaliluku, ja f(z) = 1, kun z on
irrationaaliluku.

4. f(x)=0,kun 2 =0, ja f(z) = 150505 — @], kun z # 0.
5. f(x) =0, kun x = 0, ja f(z) = cos(%), kun x # 0.

x

15.5 Jatkuvuuspeli ja jatkuvuus

J: Tamé luku taitaa olla tylsdéd teoriaa. Lahdenpd téstd
suoraan seuraavaan lukuun pelaamaan pelejé.

V: Aldhén nyt. Vaikka titd lukua ei vilttimittd tarvita-
kaan pelatessa, tdalla selitetddn, mitéd jarked tasséd pe-
laamistouhussa ylipdatansé on.

d: No katsotaan sitten.

Jatkuvuuspelissa 3 yrittda osoittaa, ettd vaite ”funktion f arvot
ovat ldhelld nollaa, kun tutkitaan arvoja pisteissé, jotka ovat lahelld
nollaa” on tosi. V yrittdd osoittaa, ettd kyseinen véiite on epétosi. V
yrittda toisin sanoen osoittaa, ettd lahelld nollaa olisi pisteité, joissa
funktio f saa kaukana nollasta olevia arvoja.

V yrittad valita sellaisen luvun e, etté lahelld nollaa olisi pisteité,
joissa funktio saa arvoja, jotka ovat kaukana nollasta, viéhintdéan e:n
paasséi.

V: Minun on tietysti edullista valita hyvin pieni e:n arvo,
jotta | f(z)|:114 olisi helppo péésté sen yli.
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Sitten 3 valitsee luvun §, joka kuvaa sitd, kuinka ldhelld nollaa
olevia lahtojoukon pisteitd V voi tutkia.

J: Minun on tietysti edullista valita hyvin pieni d:n arvo,
ettd V:lla olisi mahdollisimman vidhén valinnanvaraa z:n
kanssa.

Sitten V wvalitsee luvun z, joka on ldhelld nollaa, alle §:n
etiisyydelld nollasta.

V: Yritdn tietysti valita sellaisen luvun z, ettd |f(z)| on
vahintdin e.

3 voittaa, jos | f(x)| on ldhelld nollaa, kun ”18helld” tarkoittaa,
ettd | f(x)] <.

Yksittédinen peli voidaan mieltad yksittédisend kokeena, jossa tut-
kitaan f:n jatkuvuutta. Funktio f on jatkuva pisteessi 0, mikéli 3:114
on menetelmé, jolla hin kykenee kddntaméaan kaikki kokeet omak-
si voitokseen. Funktio f on ep#jatkuva pisteessd 0, mikéli sellainen
menetelmi on V:lla.

Miiritelmd 3 Funktio f: R — R, f(0) = 0, on jatkuva pisteessi
0, jos 3114 on voittostrategia jatkuvuuspelissa funktiolle f. Funktio
f on epéjatkuva pisteessi 0, jos V:lla on voittostrategia jatkuvuus-
pelissé funktiolle f.

V: Nyt Tuomas meni méarittelemédn jatkuvuuden meidén
peliemme avulla.

J: Meille tulee kylla aika paljon puuhaa, jos joudumme pe-
laamaan aina kun joku funktio halutaan osoittaa jatku-
vaksi tai epdjatkuvaksi.

V: Ja yhden funktion osoittaminen jatkuvaksi tai
epédjatkuvaksi vaatii ddrettomin monta pelid, yhden
jokaista mahdollista valintasarjaa (e, d, z) kohti.

J: Huh huh! Mutta onko asia siltikdéin noin? Yleisen mene-
telmén voi todeta oikeaksi kdymétta 1api kaikkia vaih-
toehtoja. Sitd kutsutaan matemaattiseksi padttelyksi.
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Ai siksiko Tuomas kidyttdid x:d4, e:td ja §:aa konkreet-
tisten numeroarvojen sijaan?

Niin tietysti, pohks! Héan voi kisitelld noiden symbo-
lien avulla ddrettomén monta konkreettisia numeroar-
voja sisaltdvad erikoistapausta kirjoittamalla vain pari
rivid tekstié.

Oletetaan, ettd Spock kulkee hetkilli ¢, ¢ < 0, tasaisella
nopeudella 1 eteenpéin, ja ettd héin hetkelld 0 teleport-
taa 10 mittayksikkod eteenpdin, ja jatkaa matkaansa
tamén jilkeen tasaisella nopeudella 1. Hetkelld 0 Spock
on paikassa 0, ja tdmén jéilkeen hén on siirtynyt 10 yk-
sikkod eteenpéin. Mink&dhanlainen on Spockin litkefunk-
tio?

Nyt f(t) =t, jost <0ja f(t) =10 +¢, jos t > 10.
Pelataan jatkuvuuspeli Spockin liikefunktiolle.

€ =75!

6=0,1!

z =0,01!

Hups! Nyt muuten x on funktion f lihtojoukon piste,
eli ajanhetki.

On kylld hiukan harhaanjohtava notaatio. Kuitenkin
hetkelld x = 0,01 Spock on paikassa f(0,01) = 10 +
0,01, eli yli e = 5:n yksikon péédssd paikasta 0. Voitin.

Oletko muuten miettinyt, ettd silménrapiyksellinen
eteenpéinsiirtyminen ei ole ainoa esimerkki niistd ta-
voista, joilla funktio voi olla epédjatkuva pisteessd 0.
Ajatellaanpa esimerkiksi tehtdvén 6.5 funktiota f(x) =
cos(1), jos © # 0, ja f(0) = 0.

Miltdhdn n&yttaisi, jos Spock kulkisi tuon funktion
osoittamalla tavalla?
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: Hetkelld 0 hén olisi paikassa 0, ja muilla hetkilld hin
poukkoilisi pisteiden —1 ja 1 vilissé.

: Rajoitutaan ensin tutkimaan negatiivisia ajanhetkia.
Spockin poukkoilu yh kiihtyisi ja kiihtyisi, kun tarkas-
telisimme ajanjaksoja, jotka olisivat yhé ldhempéani ja
ldhempéné nollaa.

: Positiivisilla arvoilla taas poukkoilu yha hidastuisi ja hi-
dastuisi.

: Olisi se kylld aika hassun ndkoistd. Tastd kylld kannat-
taa piirtdd kuva koordinaatistoon.

: Kuka sitd viitsisi piirelld kidsin endé nykyaikana? Aina-
kin miné aion kiyttda graafista laskinta.

: Funktion kuvaajan hahmotteleminen kisin voi olla ihan
opettavaista.

: Muistatko vield sen viittelyn, jossa mietimme, kulkeeko
120 kilometrid tunnissa kulkeva auto niin lyhyitd mat-
koja kuin ikin# voin keksia?

: Joo. Jos ilmaisemme ajan tunneissa ja paikan kilomet-
reissé, auton liikettd kuvaa funktio f(z) = 120x. Mita
Siita?

: Silloinhan miné valitsin lyhyen etdisyyden, jota jatku-
vuuspelissimme vastaa €, ja sind valitsit lyhyen ajan-
jakson, jota jatkuvuuspelissimme vastaa d.

: Niin, mutta silloin sini et valinnut x:44. Silloin tutkim-
me vain funktion arvoa f(J).

: Pelasimme siis seuraavaa pelid: Ensin miné valitsen lu-
vun € > 0, ja sitten sind valitset luvun § > 0. Sini
voitat, jos | f(d)| < €, ja mind voitat muulloin.

: Kuinkahan kavisi, jos pelaisimme tétd pelid tehtdvan 6
funktioille?
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Tehtava 7

Tutki edellisessd dialogissa kuvattua pelid. Milla tehtdvén 6 funk-
tioista J:1l4 on voittostrategia téissid pelissd, ja milld tehtdvan 6
funktioista V:lla on voittostrategia?

3: Ylldoleva peli, jossa valitaan vain € ja J, ei taida kuvata
kunnolla jatkuvuutta.

J: Lukija, keksitké esimerkkifunktiota f niin, ettéd
ylldolevassa pelissd funktiolle f minun kannattaisikin
valita hyvin suuri §7

V: Jatkuvuuspelissé mind saan lisdksi valita luvun =z.
Kuinka kévisi jatkuvuuspelissé lukijan esimerkkifunk-
tiolle f, jos 3 yrittiisi valita suuren §:n?

J: Taidamme jattdd kysymyksen lukijalle.

15.6 Muutetaan siddntoja

V: Tuo lurjus 3 voittaa koko ajan. Nyt muutetaan kylla
saantojé.

d: Mutta miné valitsen vain yhden suureen, ja sind saat
valita kaksi.

V: Mutta on edullista valita myohéisessé vaiheessa, ja sinéd
saat valita 6:n minun e:n valintani jéilkeen.

J: Ok, pelataan sitten niin, ettd min& valitsen d:n ennen
kuin sini valitset e:n.
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Tehtiva 8

Lokaali triviaalisuuspeli on muuten samanlainen kuin jatkuvuuspe-
li, mutta 3 sanoo luvun § ennen kuin V sanoo luvun e. Kummalla

pelaajalla on voittostrategia lokaalissa triviaalisuuspelissi seuraa-
ville funktiolle f7

V: Kuinkas se lokaali triviaalisuuspeli nyt oikein me-
nik&an?

3: Miné aloitan valitsemalla luvun §, 6 > 0.

: Hmm. .. ja seuraavaksi on minun vuoroni valita €, ¢ >
0.

V: Mutta sittenhin on minun vuoroni uudestaan. Valitsen
luvun z, |z] <6

3: Jasitten |f(x)| < €, ja miné voitan taas.
V: Aldpd ole niin varma. Hyvilld pelistrategialla voi
kéyd4 niin, ettd |f(z)| > ¢, ja mind voitan.

1. f(x) = 0 kaikilla x.
2. f

T x kaikilla x.

had
~

x jos x < 1, ja f(z) = 1 muutoin.

(z) =

(z) =

(x)

4. f(z) =0, jos —1/10 < & < 1/10, ja f(x) = 1 muutoin.

3J: Loydatko yleistd luonnehdintaa sille, millainen funk-
tion f olisi oltava, ettd minulla olisi voittostrategia lo-
kaalissa triviaalisuuspelissi?

3: Nyt on minun vuoroni muuttaa sdantoja.
V: Eiki, sind voitat vieldkin liikaa.

J: Tehda#dnpé seuraavasti! Sind saat valita sekd emn ettéd

o:m.

V: (Onkohan tidhén koira haudattuna?) Haluat siis valita
vain x:n? Jos valitset aina x = 0, voitat varmasti.
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3:

Ok, en valitse arvoa = = 0.

Tehtiva 9

Kasautumispistepeli on muuten samanlainen kuin jatkuvuuspeli,
mutta pelaaja V saa valita luvut € ja §, ja pelaaja 3 saa valita
luvun z, mutta z:n pitidd toteuttaa ehdot x # 0 ja |z| < 4.

Ve

LW T W

Kéaydaanpa viela lapi kasautumispistepelin sddnnot.
Ensin miné valitsen luvut € > 0 ja 6 > 0.

Ja sitten mind valitsen luvun z, jolle |z| < 4.
Muista, ettéd lupasit olla valitsematta nollaa.
Niinpd. Miné valitsen luvun z, jolle |z| < § ja = # 0.

Ja sitten tuo 3 voittaa, jos |f(z)| < e. Muutoin mini
voitan.

Milld esimerkin 1 ja tehtdvien 5 ja 6 funktioista pelaajalla 3
on voittostrategia kasautumispistepelissa? Tutki kasautumispiste-
pelid my6s tehtdvin 7 ratkaisussa mainitulle funktiolle f: R —

R; f(x) =

1
e

On tylsda tutkia jatkuvuutta aina vain lahtéjoukon pis-
teessé 0.

Joo, pitaisi kai kehittdd peli, jolla jatkuvuutta voisi tut-
kia muuallakin.

Vaikeaa, luvun z etiisyys nollasta saadaan kaavalla |z|.
Mutta entds luvun x etiisyys luvusta a?

: Helppoal! Se on tietysti |z — al.
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Tehtiava 10

Olkoon g: R — R funktio, joka saa arvon 0 pisteessid a. Funktio g
on jatkuva pisteessd a, jos funktion g arvot ovat ldhelld arvoa 0,
kun funktiota tarkastellaan ldhelld pistettd a. Maarittele peli, jolla
voidaan testata, onko g jatkuva pisteessi a.

3: Arvon 0 pisteessd a? Mité se tarkoittaa?

: Se taitaa tarkoittaa sitd, ettd ensin valitaan reaalilu-
ku a ja sitten méaaritelladdn peli sellaisille funktioille g,
joille g(a) = 0.

J: Niin. Alussahan Tuomas valitsi luvun a = 0, ja
médritteli pelin sellaisille funktioille f, joille f(0) = 0.

V: Enté jos lukija on vieldkin sekaisin?

d: Hén voi vaikka mééritelld jatkuvuuden pisteessd a = 1
sellaisille funktioille g, joille g(1) = 0.

V: Nappéarad! Ja sitten ykkosen paikalle voidaan laittaa
muita lukuja.

Madriteltyédsi pelin kokeile méaritelmasi oikeellisuuta jatkuviksi ja
epdjatkuviksi tietdmillasi funktioilla.

J: Entéd jos haluaisimme tutkia sellaisen funktion jatku-

vuutta, joka saa tarkastelupisteesséd jonkun muun arvon
kuin 07

V: Kai siihenkin olisi kehitettdvissa peli.

J: Jos a on tarkastelupiste, ja & on sinun valitsemasi piste,

pelissd tarvitaan arvojen f(a) ja f(x) etdisyytta.

Tehtdva 11

Olkoon g: R — R funktio, ja a jokin reaaliakselin piste. Funktio g
on jatkuva pisteessi a, jos funktion g arvot ovat lihelld arvoa g(a),
kun funktiota tarkastellaan ldhelld pistettd a. Maarittele peli, jolla
voidaan testata, onko g jatkuva pisteessé a.

Maariteltyési pelin kokeile méédritelmaési oikeellisuuta jatkuviksi ja
epéjatkuviksi tietdmilldsi funktioilla.
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V: Sellainenkin peli olisi hieno, jolla voisi tutkia, onko funk-
tio jatkuva.

J: Emmeko tarkastelekaan juuri sitd edellisen tehtdvan pe-
liss&?

V: Itse asiassa emme. Tarkastelemme jatkuvuutta jossain
tietyssé pisteesséd. Funktio on jatkuva, jos se on jatkuva
ldhtojoukon jokaisessa pisteessé.

J: Ratkaiseva ongelma lieneekin, ettd kumpi meistéd saa va-
lita pelissa tarkastelupisteen, ja misséd vaiheessa pelid.

Tehtava 12

Funktio f: R — R on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa R:n
pisteessid. Médrittele peli, jolla voidaan testata, onko f jatkuva.
Maéériteltyasi pelin kokeile mééritelmaési oikeellisuutta jatkuviksi ja
epédjatkuviksi tietdmillési funktioilla.

J: Samalla tavalla kai voisi tutkia lukujonon suppenemis-
takin.

V: Erona on vain se, ettd jatkuvuuspelissi § kannattaa va-
lita ...

3: ... hyvin pieneksi! Tiedén kylld oikein hyvin.
V: Joo. Suppenemispelissd pitéisi tarkastella pienten §:n ar-
vojen sijaan suuria z,:ien indekseja n.
Tehtiva 13

Maaérittele peli, jolla voidaan testata, suppeneeko lukujono
T1,T2,T3,... kohti nollaa.

Maéariteltyési pelin kokeile mééritelmési oikeellisuutta suppeneviksi
ja ei-suppeneviksi tietdmillasi lukujonoilla.
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15.7 Vastaukset

J: Tdmé&han on kdytdnnollinen luku. T4altd ndkee, kuinka
kannattaa pelata.

V: Mutta muista, etta ta&lla on esitetty vain yhdet toimivat

strategiat. Ne eivét ole ainoita oikeita.

1: Kun V sanoo ¢ metrié, sanoo 3 esimerkiksi ¢ = ¢/40 sekuntia.
2: On. Luku ¢/2 on sdéntdjen mukainen positiivinen valinta ja
—4§/2 on sifintéjen mukainen negatiivinen valinta.

3: Itse asiassa positiiviseksi valinnaksi kelpaa myds 6/3 ja
2
30.

V: Téssé kysyttiin pelkistddn sddntojen sallimia valintoja.
Minua kiinostaa se, millaisilla valinnoilla voitan!

3: V:n ei ole mahdollista valita voittavaa z:44. Koska sdéntGjen
mukaan pitédi olla |z| < 6 = 0.05, on |f(x)| = 23] = |z|® < 0,05% <
0,1 =e.

V: Muista, ettd = voi olla joko positiivinen tai negatiivinen.

J: Kannattaa miettid molemmat vaihtoehdot erikseen léipi.
V: Enta tapaus z = 07
3

: Sekin tdytyy ottaa huomioon, mutta se on helppo ta-

paus.
416 =0,02
4.2 5 = 0,0002

4.3 § = 0,0000002

V: Téssd Tuomas on luetellut pelkdstdan suurimmat toimi-
vat §:t. Myos mitkd tahansa pienemmit kelpaavat.

5.1: Kun V on sanonut luvun €, 3 sanoo § = 1 ja voittaa varmasti.

V: Edellisen kohdan peli on aika tyhmé. 3 voittaa varmasti,
sanoi hidn mita tahansa.
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5.2: Kun V on sanonut luvun €, sanoo 3 lukuna ¢ luvun e.
5.3: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna 4 luvun €/100000.
5.4: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna § luvun €/100.

3: Koska |6z < [100z| kaikilla z, pédtee |f(z)] < 100|z|
kaikilla .

5.5: Kun V on sanonut luvun €, toimii 3 seuraavasti: Jos € > 1,
sanoo 3 lukuna ¢ luvun 1. Muutoin 3 sanoo lukuna § luvun e.

3: Myds valinta 6 = /€ toimii, mutta Tuomas taitaa hiu-
kan kikkailla.

5.6: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna § luvun €2.

3: Neliojuurifunktion kuvaaja nollassa on niin jyrkka, ettd
mik#in d:n valintastrategia tyyppié ce ei toimi.

V: Mité tarkoittaa strategia tyyppia ce?

J: Se tarkoittaa esimerkiksi strategiaa, jossa valitaan aina
0, 1e, tai 0, 01e, tai jotain sellaista.

V: Mutta, jos € = 0,1, voidaan valita 0, le¢, jos € = 0,01,
voidaan valita 0,01le ja niin edelleen.

J: Eipés. Jos puhun strategiasta tyyppié ce, tdytyy saman
luvun ¢ toimia kaikilla e:in arvoilla.

5.7: Kun V on sanonut luvun €, sanoo 3 lukuna § luvun €/2.

3: Onpa hyvi, ettd tarkastellaan jatkuvuutta nollassa.
Tama funktio ei taitaisikaan olla jatkuva missdan muus-
sa pisteessa.

V: Mité tarkoittaa ”jatkuvuus jossain muussa pisteessd?”

Katso tehtavia 10 ja 11.

H

: Taidan kuitenkin odottaa, etté lukija pddsee sinne saak-
ka. Matemaattista tekstid lukiessa ei kannata pomppia
liikaa.

5.8: Kun V on sanonut luvun €, sanoo 3 lukuna ¢ luvun 1.

5.9: Kun V on sanonut luvun €, sanoo 3 lukuna § pienemmén
luvuista % ja %e.
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3: Kun 6 on kuten ylli ja |z| < 6, pétee tallsin |z| < e ja
|2°| < Ze.

V: Lukija, muista myds, ettd kaikilla = pitee |z + 2?| <
|| + [2?].

5.10: Kun V on sanonut luvun ¢, sanoo 3 lukuna § luvun €/5.
3: Muista, ettd |5xsin(1/z)| < |5z, koska |sin(1/z)| < 1.

6.1: V sanoo lukuna e luvun 1/2; ja kun 3 on sanonut luvun §,
sanoo V lukuna z vaikkapa luvun §/2.

6.2: V sanoo lukuna e luvun 1/200000, ja kun 3 on sanonut luvun
d, sanoo V lukuna = luvun —§/2.

V: Tassd pitdd olla tarkkana, kun f saa nollasta eroavia
arvoja pelkéstdan negatiivisella puolella.

6.3: V sanoo lukuna e luvun 1/2, ja kun 3 on sanonut luvun 4,

sanoo V luvun /2, jos § on irrationaalinen ja luvun §/v/2, jos & on
rationaalinen.

V: Rationaaliluku jaettuna v/2:lla on irrationaalinen, koska
v/2 on irrationaalinen.

6.4: V sanoo lukuna e luvun 1/3, ja kun 3 on sanonut luvun J,
sanoo V lukuna z pienemmién luvuista 1/300000, §/2.

V: x:n valinnan kanssa pitdd olla varovainen, ettei vahin-

gossa sano arvoa z, jolla f(z) = 0. Sellaisia arvoja on
kokonaista kolme kappaletta.

6.5: V sanoo lukuna e luvun 1/2, ja kun 3 on sanonut luvun 4,
valitsee V kokonaisluvun n, jolle 2rn > 1/4, ja sanoo x:né luvun
1

2mn "

V: Pitdd muistaa, ettd cos(a) = 1 aina, kun « on 2m:n
monikerta.

7. V:illa on voittostrategia kohdassa 6.1. (e = 1/2). 3:114 on voit-

tostategia kohdissa 6.2 (6 miké tahansa), 6.3 (& rationaalinen), 6.4
(6 = 1/100000) ja 6.5 (6 = 1/(57).)
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Esimerkki: f: R — R; f(0) = 0, ja f(z) = 2, jos  # 0. Nyt
pelaajan 3 tulee voittaakseen valita lukuna ¢ luku, joka on suurempi

kuin % Jos € on pieni, on % suuri.

Ve
=R

Tuossa sinun kannattaa valita suuri .

Kuinkahan kévisi jatkuvuuspelissé, jos yrittéisin valita
suuren d:n?

Ei se auttaisi, koska miné voisin valita pienen positiivi-

sen z:m, ja sitten |f(z)| = 2 olisi suuri.

Jatkuvuuspelissa vilillimme taitaa vallita kauhun tasa-
paino.

Siné voit halutessasi valita pienen d:n, ja pakottaa minut
valitsemaan itseisarvoltaan pienen x:n.

Sindkin voit aina halutessasi valita itseisarvoltaan pie-
nen x:n, koska miné en pysty rajaamaan valintaasi muu-
toin kuin pakottamalla sinut valitsemaan itseisarvoltaan
pienen z:n.

Jommalle kummalle on yleensd edullista saada jatku-
vuuspelissd z:n itseisarvosta arvosta pieni, ja kumpi ta-
hansa saa téssd suhteessa tahtonsa ldpi. Niinpa x:n it-
seisarvo on jatkuvuuspelissé yleensé pieni.

Tami taitaa olla juuri se ilmid, johon Tuomas viit-
taa, kun hén sanoo, ettd jatkuvuuspelissé tarkastellaan
funktion arvoja ldhelld pistettd 0.

Téamén tehtévin [Tehtdvd 7, Tuom. huom.] pelissd
el vastaavaa kauhun tasapainoa ole, koska sind saat
madrité tarkastelupisteen aivan yksin.

8.1: d voittaa milld strategialla tahansa.

8.2: V:lla on voittostrategia: 3 on sanonut luvun 4. V sanoo luvun
€, joka on pienempi kuin 4, ja luvun z, joka on lukujen § ja e vilissa.
8.3: 3:1l4 on voittostrategia. Hian sanoo lukuna ¢ luvun, joka on

pienempi kuin 1.

8.4: 3114 on voittostrategia. Hén sanoo lukuna § luvun, joka on

pienempi kuin 1/10.
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Yleinen luonnehdita: 3:114 on voittostrategia, jos on olemassa a >
0, jolle f(z) = 0 aina, kun |z| < a. Muutoin V:lla on voittostrategia.

V: Pystyn voittamaan aina, jos on olemassa z, |z| < d, jolle

f@) #0.

9: Pelaajalla 3 on voittostrategiat kasautumispistepelissé kaikilla
tehtédvan 5 funktioilla, seké tehtédvien 6.1, 6.2, 6.3 ja 6.5 funktioil-
la. Esimerkin 1 funktiolla, tehtdvan 6.4 funktiolla, sekéd funktiolla
flx) = % voittostrategia on pelaajalla V.

J: Onpa Tuomas lyhytsanainen.
Ve

Joo, lukijalle ja&a aika paljon duunia.

V: Muistatko sen kauhun tasapaino -keskustelun, jonka
kédvimme tehtdvian 7 ratkaisussa?

J: Téssdkin taitaa syntyd vastaava kauhun tasapaino.
Kumpi tahansa saa halutessaan pakotettua x:n itseisar-
von pieneksi.

V: Pelkkéd z:n itseisarvon pieni koko ei vield taida vield
mairitéd pelin lopputulosta.

J: Vaikka x:n itseisarvo olisikin pieni, ja& x:n tarkan arvon
valintaan pelivaraa.

V: Kasautumispistepelissid sind saat kéyttdd tuon peliva-
ran, ja jatkuvuuspelissd miné.

3: Siksi min& voitan kasautumispistepelin helpommin kuin
jatkuvuuspelin.

10: Pelin sdédnnot: V sanoo positiivisen reaaliluvun e. 3 sanoo
positiivisen reaaliluvun §. V sanoo reaaliluvun z, jolle |x —a| < 4. 3
voittaa, jos |f(z)| < €. V voittaa muutoin.

11: Pelin sd&nnét: V sanoo positiivisen reaaliluvun e. 3 sanoo
positiivisen reaaliluvun §. V sanoo reaaliluvun z, jolle |x —a| < 6. 3
voittaa, jos |f(z) — f(a)| < e. V voittaa muutoin.

12: Pelin sdannot: V sanoo positiivisen reaaliluvun € ja reaalilu-
vun a. 3 sanoo luvun 4. V sanoo reaaliluvun z, jolle |z — a| < §. 3
voittaa, jos |f(z) — f(a)| < e. ¥ voittaa muutoin.
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V: Jes!, mind saan valita yhden arvon lisdi.

J: Ominaisuus, jonka saisimme, jos V valitsisi a:n vasta d:n
jélkeen, on nimeltdéin tasainen jatkuvuus. Esimerkiksi
f(z) = z on tasaisesti jatkuva, mutta g(z) = z>
tasaisesti jatkuva.

ei ole

13: Pelin sdédnnot: V sanoo positiivisen reaaliluvun e. 3 sanoo
positiivisen kokonaisluvun ng. V sanoo positiivisen kokonaisluvun n,
jolle n > ng. 3 voittaa, jos |z,| < €. V voittaa muutoin.

15.8 Lahteet ja kiitokset

V: Olipa mielenkiintoinen teksti. Ei kai Tuomas ole voinut
itse keksid téatd kaikkea ihan itse.
J: Alla on listattu pari ldhdetta.

1. Leea Virtanen, Ujo piimd, koululaishuumoria, sisdltdd muun-
muassa analyysin niukka-pelisté.

2. J.H. Conway, On Numbers and Games, niukka-peli nimelld My
Dad Has More Money Than Yours

3. Lauri Myrberg, Differentiaali- ja integraalilaskenta I, sisaltaé
muunmuassa d-e-madritelmén jatkuvuudelle.

V: Miksi tamé kirja on listattu? Eihdn tita kdyteta
enéé.

J: Tuomas on opiskellut jatkuvuuden peruskésitteet
taalta.

V: Tuomaksella taitaa olla joku fiksaatio tdhdn kir-
jaan.

4. Cauchy, Weierstrass ja kumppanit, jatkuvuuden méaéritelmén
kehittdminen.

V: Miksi téssé ei ole listattu kirjojen nimia?
J: Ei ole Tuomas tainnut lukea n#iden kirjoittamia
kirjoja alkuperéisteoksina.
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V: Mutta ne ovat pari sataa vuotta vanhoja, joten
voimme kai antaa anteeksi.

5. Donald Knuth, Surreal Numbers, matematiikan esittdminen
dialogityylilla.

6. Jukka Kangasaho, Jukka Mikinen, Juha Oikkonen, Johannes
Paasonen ja Maija Salmela, Differentiaalilaskenta 1, Pitkd Ma-
tematiikka, 1.-6. painos, WSOY 2002. Siséltdd yhden sivun pi-
tuisen jatkuvuuspelin késittelyn.

Kiitdn Saara Lehtoa ja Antti Rasilaa rohkaisusta ja palautteesta
tdmén tekstin kanssa, sekd Juha Oikkosta, joka on tuonut pedago-
gisen otteen Helsingin Yliopiston differentiaali- ja integraalilasken-
nan alkeisopetukseen. Olen unohtanut, mistd opin kvantifikaation
késittelemisen pelien avulla, mutta kiitdn joka tapauksessa kyseisté
tuntematonta ldhdettd. Kiitdn myos J:té, seké erityisesti V:ta, joka
jaksoi urheasti pelailla tdmén kirjoitelman loppuun saakka huonosta
voittoprosentista huolimatta.
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Luku 16

Pulmapahkinoita

Namé pahkindt pystyy ratkaisemaan pédssd ilman kokeilemista

kynélld ja paperilla. Téllaisen elegantin ratkaisun l6ytdminen voi

tosin vaatia kekselidisyyttd. Kuten aina matematiikan tehtévissé,

sinun taytyy perustella ratkaisusi pitdvésti. Tarkoitus on siis tietdd

olevansa oikeassa ratkaisun suhteen, ei veikata oikeaa tulosta.
Seuraavassa luvussa on annettu oikeat vastaukset.

16.1 Hiihtohissi

Hiihtohissin vaijerissa on sata tuolia. Kun kuljet hissild méien alhaal-
ta ylos, kuinka monta alaspéin tulevaa tuolia ohitat matkallasi?

Teemme kdytinnon kannalta epdrealistisen taustaoletuksen, ettd
hissiin noustaan sen than alimmassa pisteessd ja hissistd poistutaan
sen than ylimmdssd pisteessd.

16.2 Jonnen energiajuomat

Energiajuomatolkki maksaa 1,05 euroa, ja kun tyhjin tolkin palaut-
taa, saa 15 sentin pantin. Jonnella on 90 euroa rahaa. Hén ostaa koko
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rahalla energiajuomaa ja juotuaan juomat hén palauttaa tolkit. Jon-
ne ostaa taas kaikilla rahoillaan energiajuomaa ja jatkaa téta niin
kauan kuin pystyy.

Kuinka monta tolkkid energiajuomaa Jonne juo?

16.3 Sotilaiden tapot

Tappaako keskimédédrdnen sotilas sodan aikana enemmén vai
vihemmén kuin yhden vihollissotilaan?

Tdamdakin tehtdvd ratkeaa than matemaattisella padttelylld ilman
tilastojen kaivelua.

16.4 Vampyyrit

Joka y0 jokainen vampyyri imee veret yhdestéd ihmisesté, joka muut-
tuu vampyyriksi. Téllainen uusi vampyyri alkaa imeé verta seuraa-
vana yoni. Alussa on yksi vampyyri. Kuinka kauan kestdd ennen
kuin koko maailman véesté on vampyyreja?

Tassd tehtdvissd voi tarvita laskinta.

16.5 Sulkapallocup

n pelaajaa pelaa sulkapallocupin. Kullakin kierroksella pelaajat ar-
votaan pareiksi, jotka pelaavat kesken&din pelin sulkapalloa. Voitta-
jat padsevit seuraavalle kierrokselle ja havigjéat putoavat turnaukses-
ta. Jos jollain kierroksella pelaajia on pariton mééré, ilman vastus-
tajaa jadnyt pédsee suoraan seuraavalle kierrokselle. Niin jatketaan,
kunnes jéljelld on vain yksi pelaaja, turnauksen voittaja.

Kuinka monta pelid turnauksessa pelataan?
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16.6 Ad4-paperi

Kun kaksi pystysuorassa olevaa Ab-paperia laitetaan vierekkiin, saa-
daan tdsmaéilleen samankokoinen ja muotoinen pinta kuin vaakasuo-
rassa oleva Ad-paperi. Lisiiksi A5- ja A4-paperit ovat yhdenmuo-
toisia, joskin eri kokoisia. M&aritd néiden tietojen perusteella A4-
paperin pitkén ja lyhyen sivun pituuksien suhde.

Kyndlld ja paperilla voi olla tdssd tehtdvdssd kayttod.

16.7 Kunkkusakit

Luokalla on 2n oppilasta, joiden hyvyydet jalkapallossa ovat
1,2,...,2n. (Siis yhden oppilaan hyvyys on 1, toisen 2, kolmannen 3
jne. Isompi luku tarkottaa parempaa pelaajaa.) Lisdksi luokalla on
Kalle ja Repa, jotka ovat yhtd hyvid. Luokan oppilaat jaetaan kah-
deksi jalkapallojoukkueeksi kunkkusakkimenetelmalld, Kalle ja Repa
ovat kunkkuja. He valitsevat kumpikin vuorotellen oppilaan joukku-
eeseensa, kunnes kaikki oppilaat on jaettu. Luonnollisesti kumpikin
haluaa itselleen mahdollisimman hyvén joukkueen, joten kumpikin
valitsee aina jéljelldolevista sen, joka on paras jalkapallossa. Kal-
le aloittaa. Kuinka paljon Kallen joukkueen pelaajien hyvyyksien
summa on suurempi kuin Repan joukkueen?

Kunkkusakkijakoa muutetaan niin, ettd ensin Kalle valitsee yh-
den oppilaan, ja sen jilkeen kumpikin valitsee aina vuorollaan kak-
si oppilasta, kunnes viimeiselld vuorolla valitaan ainoa jéiljelldoleva.
Kumman joukkuen pelaajien hyvyyksien summa nyt on suurempi?
Kuinka paljon suurempi?

Tdmd on tarkoitettu tosiaan ratkottavaksi pdadssa, ilman minkddan
summakaavojen hyddyntimistd.

16.8 Rautalangasta vaintidminen

Mitké Platonin kappaleista voidaan viantdd rautalangasta?
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Idea on siis viantdda kappale yhdestd rautalanganpdtkdsti katkai-
sematta sitd niin, ettd jokaista sdrmdd vastaa tdasmdlleen yksi rau-
talankakerros. Platonin kappaleita ovat roolipelinopat 10-sivuisia lu-
kuunottamatta.

16.9 Asunto vs. kolikot

Helsinkildisen asunnon lattia peitetddn kahden euron kolikoilla.
Kumpi on arvokkaampi, asunto vai kolikot?

Etsi tarvittavat tiedot netistd. Koska asunnon hintaa ei ole an-
nettu tarkkaan, voit laskea karkeilla likiarvoilla.

16.10 Kasirautaleikki

Kahdelle henkil6lle on tehty ohuesta narusta késiraudat, jotka ovat
punoksissa toisiinsa kuten kuvassa.
Keksi, kuinka henkil6t pystyvit pujottelemaan toisistaan eroon.
Solmuja ei saa avata, joten kokonaan eroon kdsiraudoista he
ewwdt padse. Koska naru on ohutta, se mahtuu menemddn kdden ja
sen ympdri kiedotun narun vdlistd.

16.11 Kellotaulu

Kuinka monta kertaa vuorokaudessa kellon tunti- ja minuuttiviisarit
ovat paillekkain?

Vuorokauden aloittavan ajan 0 : 00 katsotaan kuuluvan vuorokau-
teen, mutta vuorokauden lopettavan ajan 0 : 00 katsotaan kuuluvan
jo seuraavaan vuorokauteen.
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Kuva 16.1: Késiraudat

16.12 Tyovienlaulun looginen rakenne

Oletetaan, ettd ” Ei synny rakkautta ilman oikeutta.” Implikoiko rak-
kaus oikeuden vai toisin pdin?

Tdmd tehtdvd vaatii muista tehtdvistd poiketen sen tietdmistd,
mitd looginen implikaatio tarkoittaa.

16.13 Puheenjohtajan vaali

Erdssa yhdistyksessd 31 jasentd ddnestédéd yhdistyksen puheenjohta-
jan. Ehdokkaita on kolme, A, B ja C.

Mielipidejakaumalla tarkoitamme taulukkoa, jossa jokaisen
ddnestédjan kohdalla on mainittu hénen mielensd mukainen ehdok-
kaiden paremmuusjérjestys. Oletamme, ettd kukaan ei pidd ketddn
kahta ehdokasta tdsmaélleen yhtéd hyvina.

Ehdokas X on mielipidejakauman condorcet-voittaja, jos kaikille
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muille ehdokkaille Y pétee: Yli puolet pitdd X:44 parempana kuin
Y :ta.

Vaali yhdistyksessé toimitetaan samalla systeemilld kuin Suomen
presidentinvaali. Kummallakin kierroksella jokainen &édnestda tar-
jollaolevista ehdokkaista sitéd, joka on korkeimmalla hénen rivilldan
mielipidejakaumassa.

Anna esimerkki mielipidejakaumasta (31 #éinestéjille ja kolmel-
le ehdokkaalle), jossa on condorcet-voittaja, mutta hin ei tule vali-
tuksi ylldolevassa vaalissa. Laadi esimerkkisi niin, ettd ylldolevassa
vaalissa ei myoskéddn jouduta arpomaan.

Condorcet-voittajan ongelma on se, etté sellaista ei valttamatté
ole. Anna esimerkki mielipidejakaumasta (31 dinestéjille ja kolmelle
ehdokkaalle), jossa ei ole condorcet-voittajaa.

Tdssd tehtdvdssd voit aiemmin vdittdmdstini poiketen joutua
turvautumaan kynddn ja paperiin. Mitddn monimutkaista jakaumaa
er kuitenkaan kannata alkaa laatimaan.

16.14 Musta Maija

n pelaajaa pelaa Musta Maija -korttipelid. Milla n:n arvoilla joku
pelaajista pddsee lopulta viistamétta eroon korteistaan, pelasivatpa
pelaajat kuinka fiksusti tai typerésti tahansa?

Jos et tunne Musta Maija -korttipelid, voit etsid sen sddnnit
netistd tai korttipelikirjasta.

16.15 Ristinollaturnaus

e n pelaajaa istuu pitkédn poyddn kummallakin puolella, yh-
teensd siis 2n pelaajaa. Vastakkain istuvat pelaavat pelin risti-
nollaa. Kun kaikki pelit ovat padttyneet, jokainen siirtyy pai-
kan myotapdivédn, ja vastakkain istuvat pelaavat taas. Jatke-
taan 2n — 1 kierrosta. Pelaavatko kaikki kaikkia vastaan?
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e Sama kuin edelld, mutta pelaajia on 2n + 1, ja ylimé&rdinen
istuu poydéan padssa eikd pelaa kyseiselld kierroksella. Pelataan
2n + 1 kierrosta. Pelaavatko kaikki kaikkia vastaan?

e Jos vastasit jompaan kumpaan kohtaan ”ei”, kehitd ko. koh-
taan toimiva systeemi, jolla kaikki saadaan pelaamaan kaikkia
vastaan.

16.16 Kivipeli

Poydélla on n pienté kived. Kaksi pelaajaa pelaa pelid, jossa pelaaja

aina vuorollaan ottaa poydaltd valintansa mukaan yhden tai kaksi

kived. Se pelaaja voittaa, joka ottaa poydalta viimeisen kiven. Onko

voittostrategia silld, joka aloittaa pelin vai silld, joka pelaa toisena?
Vastaus voi vaihdella n:n arvosta riippuen.

16.17 Tasapainovaaka

Villelle annetaan seisemén palloa, joista viisi on kesken#én saman-
painoisia. Kaksi on muita painavampia, kuitenkin keskendén saman-
painoisia. Ville ei tied4, mitké kaksi palloista ovat muita painavam-
pia.

Villen kéytossé on tasapainovaaka. Siiné on kaksi kuppia, ja kun
kuppeihin laitetaan lastit, painavampi kuppi painuu alas.

Villen tehtédvéksi annetaan laatia syseemi, jolla saa kolmella pun-
nituksella vaistaméatta selvitettyé, mitké kaksi palloa ovat muita pai-
navampia.

Auta Villed laatimaan systeemi.

Seuraavana pédivanid Villelle annetaan kahdeksan palloa, joista
kuusi on keskené#in samanpainoisia. Kaksi on muita painavampia,
kuitenkin kesken#én samanpainoisia.

Villelle annetaan sama tehtéavéa kuin edellisendkin paivané.

Osoita, ettéd Ville ei voi nyt laatia systeemié.
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16.18 Yhtaloryhméa

Ratkaise yhtaloryhmé

rA =2B
yC = 2B
A-B+C=2

kun A, B,C,z,y ovat positiivisia kokonaislukuja, ja x,y ovat
véhintadn 3.

Huomaatko ratkaisuna saatavissa luvuissa jotain tuttua?

Ratkaise sitten yhtdloryhmé, kun A, B, C,z,y ovat positiivisia
kokonaislukuja, ja x, y ovat vihintaén 2. Yleistyyko loytamési yhteys
ratkaisujen ja jonkun muun jutun vélille tdhén tapaukseen?

Kyndlld ja paperilla on taas kdyttéd. Yhtdloryhmdn rat-
kaiseminen tarkoittaa kaikkien yhtdlot toteuttavien viisikoiden
(A, B,C,z,y) etsimisti. Viimeiseen yleistykseen vihje: Salli kaare-
VUUS.

16.19 Dominojono

Oletetaan, ettd meilld on setti n-dominoita. Jokaisessa n-
dominossa on kaksi lukua, vililtd 0,...,n. Jokaiselle sellaiselle
jirjestdmittomélle lukuparille (i, j) setissd on tédsmélleen yksi do-
mino, jossa on luvut ¢ ja j. Huomaa, ettd myds dominot (i,i) on
setissé kaikilla q.

Dominoista yritetdédn tehdé vaakasuora jono dy,ds, . .., d,, siten,
etté kaikilla ¢ dominon d; oikeanpuoleinen luku on sama kuin domi-
non d;+1 vasemmanpuoleinen luku.

Milla n:n arvoilla jonoon voidaan kiayttdd kaikki setin dominot?

Huomaa, ettd dominon voi kddntdd ympdri niin, ettd otkeanpuo-
leinen luku ja vasemmanpuoleinen luku vaihtavat paikkoja.
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Jéarjestimdton lukupari tarkoittaa sitd, ettd parien (i,j) ja (j, 1)
valilld ei tehdd eroa. Toisin sanoen setissd on vain yksi domino, jossa
on esimerkiksi luvut 5 ja 3, eikd erikseen dominoita (3,5) ja (5,3).

16.20 Kameleontit saarella

Era#lla saarella on kolmen vérisid kameleontteja, punaisia, sinisié ja
keltaisia. Aina, kun kaksi eri viristd kameleonttia kohtaa, ne muut-
tuvat kumpikin kolmannen vérisiksi. Jos siis esimerkiksi punainen ja
sininen kameleontti kohtaavat, ne muuttuvat kumpikin keltaisiksi.

Alussa punaisia kameleontteja on 31, sinisid 32 ja keltaisia 33.
Voiko saarella syntyé tilanne, jossa kaikenvirisid kameleontteja on
yhté paljon?

16.21 Kyrailevat ryovirit

2n ryovéria istuu tasavilein ringissd. Ryovéripomo jakaa ringisséd
istuville ryovireille heiddn osansa ryostosaaliista, yksi ryovari ker-
rallaan. Jos ryovéri, joka on saanut osuutensa ja ryoviri, joka ei
ole vield saanut osuuttaan istuvat vierekkidin, molemmat ryodvéarit
kyréilevit. Jos kaksi kyriilevdd ryovéiria istuu vastapédaté toisiaan,
he huomaavat toistensa kyréilevén ja ryntdavit toistensa kimppuun.
Ryovéaripomo yrittdd valita sellaisen saaliinjakojérjestyksen, ettei
syntyisi tappelua. Onko se mahdollista?

16.22 Ruutupaperipasianssi

Yksi pelaaja pelaa pasianssia darettomalla ruutupaperilla. Kutsum-
me ruutujen reunaviivojen leikkauspisteita tissa tehtdvéssa paikoik-
si. Alussa joku &dérellinen médrd paikkoja on merkitty. Vuorollaan
pelaaja ensin merkitsee yhden merkitseméattéméan paikan, ja sitten
vetad viivan viiden merkityn paikan kautta pysty- tai vaakasuoraan,
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tai jompaan kumpaan suuntaan 45 asteen kulmassa diagonaalises-
ti. Kaksi noista viidestd paikasta ovat viivan alku- ja loppupisteet,
ja loput sisdpisteitd. Kahdella vedetylld viivalla saa olla vain yksi
yhteinen piste.

Peli loppuu, kun pelaaja ei voi pelata vuoroaan sdintéjen mu-
kaan. Pelaaja yrittdé jatkaa pelid niin pitk&dén kuin mahdollista. On-
ko olemassa sellaista pelin alkutilannetta ja pelaajan strategiaa, ettid
pelid voi jatkaa darettomiin?

16.23 Adretén palindromi

Adrettomilli kirjainrimpsulla tarkoitamme jonoa kirjaimia, joka jat-

kuu a#rettomiin niin oikealle kuin vasemmalle mennessé.
Sanomme, ettd téllainen &déreton kirjainrimpsu on jaksollinen,

jos kirjainrimpsu saadaan toistamalla jotain direllistd kirjainjonoa

yvhé uudestaan niin oikealle kuin vasemmalle mennessé. Téllaisessa

tapauksessa kutsumme toistuvaa &direllistd kirjainjonoa jaksoksi.
Siis esimerkiksi

... KISSAKISSAKISSAKISSAKISSA ...

on jaksollinen &d#reton kirjainrimpsu, ja jakso on KISSA.

Sanomme, ettd Hdreton kirjainrimpsu on #Hdretéon palindromi,
jos kddntaméilld rimpsu takaperin (vaihtamalla oikea ja vasen kes-
kendin) ja kelaamalla kiinnettyd rimpsua sopiva méérd askeleita
oikealle tai vasemmalle saadaan alkuperéinen rimpsu.

Olkoon A a#reton, jaksollinen kirjainrimpsu, jonka jakso koostuu
vhdesté tai kahdesta perdkkéin olevasta palindromista. Osoita, etté
A on a#reton palindromi.

Olkoon B #ireton, jaksollinen palindromi. Osoita, ettd jakso
koostuu yhdesta tai kahdesta perédkkéin olevasta palindromista.

Olkoon C' déreton, jaksollinen rimpsu, jolla on n:n kirjaimen pi-
tuinen jakso. T&lloin mikd tahansa muukin n:n perékkéisen kir-
jalmen osajono C'std kelpaa C':n jaksoksi. Oletetaan, ettd C' on
ddreton, jaksollinen palindromi. Osoita, ettd C:1l14 on jakso, joka
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koostuu joko yhdestéd palindromista tai yhdesta palidromista, jonka
peréssd on yksi kirjain.

Huomaa, etti kakkoskysymyksessd todistetaan, ettd jokainen B:n
jakso koostuu yhdestd tai kahdesta palindromista, ja kolmoskysymyk-
sessa, etti erds C:n jakso koostuu joko yhdestd palindromista tai yh-
destd palindromista, jonka perdssi on yksi kirjain.

16.24 Afrikkalainen narutemppu

Puolittain aukiolevassa autotallin ovessa on reiki, ja ovessa on kiinni
my6s naru. Naru on kiinni ovessa péétepisteistdan, ja se kulkee reidn
lapi kuten kuvassa. Vasemmassa narulenkisséd on rengas. Tehtdvasi
on pujottaa rengas oikeanpuoleiseen narulenkkiin, mutta rengas on
litan suuri kulkemaan oven reiéistd. Voit kuitenkin olettaa, ettd na-
russa on niin paljon pituutta kuin tarvitset.

Jos saat timdn ratkaistua padssd, olet todella kovan luokan on-
gelmanratkaisija. On myds mahdollista rakentaa tilanteesta fyysinen
malli ja yrittdd ratkaista sitd. Vaikka sanoimme, ettd naru on tar-
vittavan pitkd, dld sentddn yritd pujottaa sitd maapallon ympdri.
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Luku 17

Pulmapihkindiden
ratkaisut

Taalta voit tarkistaa tuloksesi.

(1) 99. Ensimméinen tuoli, jonka ohitat on vélittémésti takanasi
vaijerissa oleva, ja viimeinen vilittoméasti edessési vaijerissa oleva.
Luonnollisesti ohitat kaikki néiden vilissékin olevat.

Tarkemmin tdmé voidaan perustella seuraavasti. Olkoon méen
pituus ¢, jolloin vaijerin pituus on 2¢. Olkoon x tuoli, joka on vaije-
rissa y yksikkod edellédsi, y < 2¢. Ohitat tuolin z, kun matkaa méen
huipulle on y/2 verran, y/2 < £.

(2) 99. Sisus maksaa 1,05 — 0,15 = 0,90 euroa. Jonnella on siis
rahat tasan sataan sisukseen. Viimeistd sisusta hén ei saa kaupasta,
koska hénellé ei ole rahaa maksaa siitéd tolkkipanttia.

(3) Alle 1. Tappamisia on yhteensi yhtd paljon kuin tapettuja
sotilaita, joita on vihemmén kuin kaikkia sotilaita. Keskiméa#raisen
sotilaan tapOt ovat siis kaiiipi)gslgoi:?lea?dlé{r?ll-km <1

(4) Vampyyrien lukuméiri kaksinkertaistuu joka y6. Maailmassa
on 7,8 miljardia ihmisté, joten tarvittavien Giden mé#ard saadaan
kaavalla log, 7,8 mrd. = 32,8, joten 33 yossd koko maailman véesto
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on muuttunut vampyyreiksi.

(5) n — 1. Jokaisessa pelissii tippuu yksi pelaaja. Peleji on siis
yhté paljon kuin tippuneita pelaajia, joita on n — 1.

(6) Olkoon p A4-paperin pitkdn sivun pituus, ja ¢ lyhyen sivun
pituus. Nyt £ on A5-paperin pitkén sivun pituus ja p/2 lyhyen sivun
pituus. Koska A4- ja A5-paperit ovat yhdenmuotoisia, saadaan p/¢ =
¢/(p/2), misté voidaan ratkaista p/f = /2.

(7a) Jaetaan ne 2n oppilasta pareiksi niin, ettd 2n ja 2n — 1
hyvyiset ovat pari, 2n — 2 ja 2n — 3 hyvyiset ovat pari, 2n — 4 ja
2n — 5 hyvyiset ovat pari jne. Kustakin parista Kalle saa paremman
oppilaan ja Repa huonomman. Kussakin parissa Kalle jai siis yh-
den yksikon voitolle. Koska pareja on n kpl, Kalle jia yhteensd n
yksikkoa voitolle.

(7b) Tehd&din parit kuten edellisessé kohdassa. Nyt Kalle ja Re-
pa jadvat pareissa vuorotellen yhden yksikon voitolle. Jos siis n on
parillinen, tulee tasavahvat joukkueet, ja jos n on pariton, Kalle ja&
yvhden yksikon voitolle.

(8) Vain séénnoéllinen 8-tahokas on mahdollista vidntad rautalan-
gasta. Kun rautalanka tulee johonkin kirkeen, se myo6s lahtee siité
pois jotain muuta sdrmad pitkin. Ndin alku- ja loppukérkia lukuu-
nottamatta jokaiseen kirkeen on tultava parillinen méaard sdrmié,
jotta kappaleen voisi vadntda rautalangasta. 8-tahokasta lukuunot-
tamatta kaikissa muissa Platonin kappaleessa jokaiseen kérkeen tu-
lee pariton médra sdrmié. 8-tahokkaan vAdntdminen rautalangasta
on helppoa, ja lukijan on yhtd helppo kuvitella se itse mielessdan
kuin lukea ratkaisu, joten emme selité sité téssé.

(9) 2 euron kolikon halkaisija on noin 2,5 cm. Tiheimmin lattia
tulee peitettya kolikoilla, kun ne muodostavat samanlaisen kuvion
kuin mehilaiskennosto. Télloin yksi kolikko vaatii lattiapinta-alan,
jota vastaa kolikon ympérille piirretty kuusikulmio. Télle pinta-alalle
kolikon pinta-ala on hyvé likiarvo. Yhden kolikon vaatima pinta-ala
on siis 7(1,25%) ¢cm?, eli noin 5 cm?. Kolikkojen neliarvo on siis
2e/5cm?, eli 4000e/m?. (Vuonna 2020) Helsingissé on seké asuina-
lueita, joilla asunnon keskinelichinta on tété kalliimpi (esim. Ullan-
linna 8000e/m?) etti asuinalueita, joilla asunnon keskinelishinta on
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Kuva 17.1: Irroittautuminen

( —

tétd halvempi (esim. Jakoméki 2000e/m?).

(10) Henkilon A késid yhdistdvd naru tyonnetddn henkilon B
kéden ja sen ympéri kiedoton narun vélistd. Sen jidlkeen henkilén B
kési tyonnetdan syntyneesté lenkisté, ja henkil6t ovat irti toisistaan.
Katso kuva.

(11) Tdyden tunnin ajanjaksolla tarkoitamme tunnin ajanjaksoa,
joka alkaa tdyden tunnin kohdalta.

Tutkitaan tdyden tunnin ajanjaksoa, ja katsotaan tdmén jakson
paétepisteiden kuuluvan ko. ajanjaksoon. Ko. ajassa minuuttiviisari
tekee tdyden kierroksen, mutta tuuntiviisari lilkkuu vain kierroksen
kahdestoistaosan verran. Ko. ajassa minuuttiviisari siis ohittaa tun-
tiviisarin tdsmélleen yhden kerran, joten tunti- ja minuuttiviisarit
ovat kerran paillekk&in.

Tuntina 12 : 00 — 1 : 00 tdmé& ohituspiste on hetkessa 12 : 00,
samoin tuntina 11 : 00 — 12 : 00. Jos siis meilld on tadyden tun-
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nin ajanjakso, jonka alkupiste kuuluu jaksoon, mutta loppupiste ei,
ajanjaksolla siis tapahtuu tunti- ja minuuttiviisarin ohitus, jos tun-
nin alkuhetki ei ole 11 : 00.

Vuorokaudessa on 24 tuollaista tdyden tunnin ajanjaksoa, ja
yllamainittu 11 : 00-poikkeus tapahtuu kahdesti. Tunti- ja minuut-
tiviisarit ovat siis padllekkain 22 kertaa.

(12) Rakkaus implikoi oikeuden. Nimittéin oikeus on vilttdméton
ehto rakkaudelle, eli aina kun on rakkautta, on myos oikeutta. Toi-
sinaan looginen implikaatio kulkee péinvastaiseen suuntaan kuin
kausaalisuhde.

(13a) Jos 13 dénestdjin mielestdi A > B > C, 14 ddnestijin
mielesti C > B > A ja 4 #énestdjin mielesti B > A > C, niin B
on Condorcet-voittaja, mutta hén ei tule valituksi.

(13b) Jos 11 ddnestdjin mielesti A > B > C, 10 dinestdjin
mielestd B > C' > A ja 10 #ddnestdjin mielesti C' > A > B, niin
jakaumassa ei ole Condorcet-voittajaa.

(14) Joku pelaajista pddsee lopulta viistdméttd eroon korteis-
taan, jos ja vain jos m on parillinen.

n parillinen: Ajatellaan pelaajat kahdeksi porukaksi niin, ettéd
jokainen istuu kahden vierasta porukkaa edustavan vilissd. Aina,
kun hyokkédysvuoro vaihtuu porukalta toiselle (eli puolustaja kaataa
kaikki hyokkiyskortit), kortteja poistuu pelistd. Néin joku piisee
eroon korteistaan, jos hyckkédysvuoro vaihtuu porukalta toiselle 52
kertaa.

Aina, kun kortteja pelataan ja hyokkaysvuoro siilyy samalla po-
rukalla (eli puolustaja nostaa hyskkéyskortteja), joko kortteja nos-
tetaan umpipakasta, tai sitten hyokkadvan porukan késikorttien yh-
teismé#ra pienenee. Néin kahden hyodkkédysvuoron vaihtumisen po-
rukalta toiselle vilissd voi olla korkeintaan 52 x 2 hyckk&ysvuoron
sdilymistéd ennen kuin joku péédsee eroon korteistaan.

Joku siis pédsee eroon korteistaan 52 x 52 x 2 hyokk&aysvuorossa.
Té&ssa 52 oli siis yldraja, eli luku, joka on varmasti riittdvam suuri.
Tarkka, oikea arvo on varmaan pienempi.

n pariton: Peli jd4 jumiin, jos hyokk&4jd pelaa aina yhden kortin
ja puolustaja nostaa sen aina.

175



(15a) Ei. Oletetaan, etti joka toisella pelaajalla mystipéaiviin
on musta hattu ja joka toisella valkea hattu. Jokaisella kierroksella
mustahattuiset pelaavat valkeahattuisia vastaan. Ndin mustahattui-
set eivit pelaa keskenédin eivitkd valkeahattuiset keskenéén.

(15b) Kylld. Jos X ja Y ovat kaksi ketd tahansa pelaajaa, nididen
vilissd toiseen suuntaan on parillinen ja toiseen suuntaan pari-
ton médrd pelaajia. Olkoon Z keskimméinen téstd parittomasta
madrastd. X ja Y pelaavat vastakkain, kun Z ei pelaa kierroksel-
la.

(15¢) Parillinen méiirid pelaajia: Yksi pelaajista valitaan ankku-
riksi, joka ei osallistu pelaajien kiertoon. Muut istuvat kuten koh-
dassa b. Systeemi toimii samoin kuin b, mutta se pelaaja, joka istuu
kohdassa b pdydéan péadssé, pelaa nyt ankkuria vastaan sivupOydéssé.

(16) Jos n on kolmella jaollinen, voi toisena pelaava pelata strate-
gialla, jolla hén jattéda aina poydélle jiljelle kolmella jaollisen méagran
kivid. Lopulta poydalld on kolme kived, joista pelin aloittaja ottaa
yvhden tai kaksi, ja toisena pelaava loput.

Jos n ei ole kolmella jaollinen, voi pelin aloittaja pelata strate-
gialla, jolla hén jattéda aina poydélle jaljelle kolmella jaollisen méa#rin
kivia ja lopulta voittaa.

(17a) Ratkaistaan ensin kaksi helpompaa tehtévii. Kolme palloa,
joista yksi raskaampi. Kaytossd yksi punnitus. Kumpaankin vaaka-
kuppiin laitetaan yksi pallo. Jos toinen kupeista painuu alas, ras-
kaampi pallo on siiné kupissa. Jos vaaka on tasapainossa, raskaampi
pallo on se, joka ei ollut mukana punnituksessa.

Nelja palloa, joista kaksi raskaampaa. Kéytosséd kaksi punnitus-
ta. Kumpaankin vaakakuppiin laitetaan yksi pallo. Jos toinen kuppi
painuu alas, siind on yksi raskaampi pallo. Toinen raskaampi pallo
on niiden kahden joukossa, jotka eivit olleet mukana punnituksessa.
Se 16ytyy yhdelld punnituksella.

Jos ensimmaéisessé punnituksessa kupit olivat tasan, kupeissa ole-
vat pallot ovat joko molemmat raskaita tai molemmat kevyita. Laite-
taan nyt toiseen vaakakuppiin ensimmaéisessd punnituksessa mukana
olleet pallot ja toiseen vaakakuppiin ne pallot, jotka eivéit olleet mu-
kana ensimméisessé punnituksessa. Siind kupissa, joka painuu alas,
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on kaksi raskasta palloa.

Ratkaistaan nyt alkuperdinen tehtdva. Kumpaankin vaakakup-
piin laitetaan kolme palloa. Jos vaaka on tasapainossa, kummassa-
kin vaakakupissa on kolme palloa, joista yksi on raskas. Kumpikin
vaakakuppi vaatii nyt yhden punnituksen sen selvittdmiseksi, miké
on ko. kupin raskas pallo.

Jos taas alkuperiisessd punnituksessa toinen kuppi painui alas,
otetaan alaspainuneen kupin pallot ja lisétéén niihin pallo, joka ei ol-
lut mukana ensimmaéisesséd punnituksessa. Nyt meilld on neljé palloa,
joista kaksi on raskaita. Kahdella punnituksella voidaan selvittéa,
mitké niistd ovat raskaita.

(17b) Punnituksella on kolme mahdollista tulosta: Vasen kup-
pi painuu alas, oikea kuppi painuu alas, tai vaaka on tasapainossa.
Kolmella punnituksella mahdollisia tulosjonoja on siis 3 x 3 x 3 = 27.

Kun ne kahdeksan palloa asetetaan jonoon, mahdollisia tapoja,
joilla ne kaksi painavampaa voivat sijaita jonossa on (8 x 7)/2 = 28.

Villen tehtavé on siis selvittdd, mikd mainituista 28 tapaukses-
ta pétee. Mahdollisia tulosjonoja on kuitenkin vain 27. Olipa Villen
systeemi mikéa tahansa, on siis viistaméatta kaksi eri tapausta, jot-
ka antavat saman tulosjonon, eikd tdmén tulosjonon saatua voida
sanoa, kumpi em. tapauksista pétee.

(18a) Ehdolla z,y > 3. Ratkaisemalla A ja C kahdesta en-
simmaéisestd yhtdlostd ja sijoittamalla viimeiseen saadaan térked
yhtils. Tatéd yhtidlod muokkaamalla voidaan johtaa epdyhtils 2/x +
2/y > 1, joka auttaa karsimaan (z,y)-kandidaatit muutamaan.
Téamén jalkeen loppu on rutiinia. Ratkaisuina saadaan viisi viisik-
koa (A, B, C, x,y), jotka ovat siinnollisten monitahokkaisen tunnus-
luvut. A on tahkojen méard, B on sdrmien méaréd, ja C kérkien
madré. x on se, kuinka monta sdrméi yhdelld tahkolla on, ja y on
se, kuinka monta sdrméd tulee yhteen kéarkeen.

Ensimmaé&inen yhtilo sanoo, etta jokaisella tahkolla on x sarméé,
ja toisaalta jokainen sdrméi on kahden tahkon sérmé. Toinen yht&lo
sanoo, etti jokaiseen kirkeen tulee y sérméé, ja toisaalta jokaisella
sarmalld on kaksi kérked. Viimeinen yht&lo on nimeltaén Eulerin ka-
rakteristiikka pallolle. Se sanoo, etté aina kun kappale, joka saadaan
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pallonpinnasta venyttamalld ja vadntamilld, jaetaan monikulmioi-
hin, niin Tahkojen lkm. - Sdrmien lkm. + Kdrkien lkm. = 2.

(18b) Ehdolla =,y > 2. Edellisen kohdan ratkaisujen liséksi saa-
daan kaksi déretonté perhetté ratkaisuja. Ratkaisumenetelmé on sa-
ma kuin edellisessd kohdassa. Jokaista ratkaisua vastaa pallopinnan
jako "monikulmioihin”, jossa sdrmét ja tahkot ovat kaarevia.

(19) Jonon tekeminen onnistuu jos ja vain jos n = 1 tai n on
parillinen.

n = 1. Settissé on kolme dominoa, (0,0), (0,1) ja (1,1). Ne voi-
daan asettaa jonoon kuten edellisessé listassa on tehty.

n pariton, n > 1. Dominoissa on v#hintddn neljdd eri lu-
kua. Liséksi jokaista lukua on dominoissa yhteensid pariton mééré.
Tehdéén vastaoletus, ettd jono on onnistuttu tekemédn. Valitaan lu-
kui € {0,...,n}, joka ei ole dominojonon ensimméinen tai viimei-
nen luku. Luku ¢ esiintyy jonossa aina pareittain, ts. jos se on jonkun
dominon oikeanpuoleinen luku, se on myos seuraavan dominon va-
semmanpuoleinen luku. Néin ollen i:t4 on jonossa parillinen maira,
mik& on ristiriidassa sen kanssa, ettd :td on dominoissa yhteensi
pariton méaéara.

n parillinen. Léhdetdén tekeméén jonoa valiten mielivaltaisia do-
minoita, mutta kuitenkin niin, ettéd edellisen dominon oikeanpuolei-
nen luku on aina sama kuin seuraavan dominon vasemmanpuoleinen
luku. Koska jokaista lukua on dominoissa yhteensé parillinen méaéra,
jonoa voidaan aina jatkaa, jos jonon viimeinen luku on erisuuri kuin
jonon ensimméinen luku. Jatketaan jonoa niin kauan kuin mahdol-
lista. Lopuksi jonon ensimmaéinen ja viimeinen luku ovat siis samat.
Laittamalla ndmé vierekkéin voidaan jono véiantdd ringiksi, jossa
kahden vierekkéisen dominon vierekkiiset luvut ovat aina samat.
Jérjestetdén loput dominot ringeiksi samaan tapaan.

Olkoon 71 ja ro kaksi eri rinkid. Olkoon 4; luku, joka esiintyy
ringissé 71 ja i luku, joka esiintyy ringissé ro. Olkoon 73 rinki, jos-
sa on domino (i1,42). Nyt joukosta {ri,rq,r3} voidaan valita kaksi
eri rinkid r ja r’, joissa esiintyy sama luku. Katkaisemalla r ja 7’
tdmén saman luvun kohdalta voidaan ringit 7 ja r’ yhdistdéd yhdeksi
suureksi ringiksi. Téssé kappaleessa esitettyd argumenttia voidaan
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toistaa, kunnes jiljellda on vain yksi iso rinki, joka voidaan katkaista
vaadituksi jonoksi mistd tahansa kohdasta.

(20) Ei voi. Tutkitaan erotusta punaisten lkm - sinisten lkm.
Oletetaan, etté kaksi keskendén eri véristd kameleonttia kohtaa. Ko.
erotus joko sdilyy samana, vdhenee kolmella tai kasvaa kolmella.
Jos erotus siis ei ennen kohtaamista ole jaollinen kolmella, ei se ole
jaollinen kolmella my6skéén kohtaamisen jélkeen.

Alussa ko. erotus ei ole jaollinen kolmella. Jos syntyisi tilanne,
jossa kaikkia kameleontteja olisi yhtd paljon, ko. erotus olisi 0, eli
jaollinen kolmella. Sellaista tilannetta ei siis voi syntyé.

(21) Ei ole mahdollista. Tehd&dén vastaoletus, ettéd saalis jactaan
ilman tappelua. Olkoon x ryovéri, joka saa saaliinsa ennen vas-
tapdistd ryoviridan z’. Olkoon y ryoviri, joka istuu x:n vieressé,
ja ' ryovirid y vastapidits istuva. Kdymailld 1api kaikki jirjestykset,
jossa saalis voidaan jakaa ryovireille z,y, ',y (emme vilitd siité,
ettd vilissd muutkin kun ndmé nelji voivat saada saalista) ndhdéén,
ettd tappelun vilttdmiseksi y:n on saatava saalis ennen y':a.

Nyt induktiolla voidaan nayttéi, ettd jokainen rydvéri saa saaliin
ennen vastapdéistadn, miké on ristiriita.

(22) Ei ole.

Jokaisella merkitylld paikalla on kahdeksan ilmansuuntaa, jos-
sa viiva voi kulkea. Kun pelaaja merkitsee paikan, hén lisdd kah-
deksan vapaata (merkitty paikka, ilmansuunta) -paria. Kun pelaa-
ja vetdd viivan, kahdeksan vapaata (merkitty paikka, ilmansuun-
ta) -paria muuttuu varatuiksi. (Yksi kummassakin péiitepisteessi, ja
kaksi jokaisessa kolmesta keskipaikasta.) Néin ollen vapaiden (mer-
kitty paikka, ilmansuunta) -parien méiri siilyy koko ajan vakiona.

Pelitilanteen reunoilla on viistamiitti vapaita (merkitty paikka,
ilmansuunta) -pareja. Esimerkiksi jokaisen sarakkeen, jolla on mer-
kitty paikka, ylimmé&ssad merkityssd paikassa on vapaa ilmansuunta
ylos. N&itéd reunalla olevia vapaita (merkitty paikka, ilmansuunta)
-pareja on sitd enemmén, mitd isompi pelitilanne on. N&in ollen pe-
litilanne ei voi kasvaa mielivaltaisen suureksi.

(23a) Olkoon A kuten tehtédvinannossa, ja olkoon a ja b palindro-
mit, joita toistamalla A saadaan (oletetaan, ettéd jakso koostuu kah-

179



desta palindromista). Nyt a ja b vuorottelevat A:ssd. Siis a ja b
vuorottelevat myos takaperin kiddnnetyssi A:ssa, joten A ja takape-
rin kédnnetty A saadaan samoiksi kelaamalla takaperin kidinnettyé
A:ta oikealle tai vasemmalle sopiva mééra askeleita. Tapaus, jossa
A jakso koostuu yhdestd palindromista on samanlainen, emmeké
kirjoita sitd téssa.

(23b) Olkoon B kuten tehtévinannossa. Olkoon x rimpsun B
jakso. Olkoon y jakson kopio mahdollisesti muualta B:sté siten, etta
kun B k#dnnetdin ja kelataan niin, ettd B ja kddnnetty B ovat
samat, = ja kddnnetty ja kelattu y (eli z, kutsumme kddnnettyd
ja kelattua y:td z:ksi) menevit kokonaan tai osittain péadllekkéin,
jalkimmaéisessé tapauksessa niin, ettd z menee z:sté yli oikealta. Ole-
tetaan jilkimméinen tapaus. (Ensimméinen on samanlainen, mutta
helpompi.) Nyt z:n ja z:n pédllekkdinmenevé osa on sekid x:n ettd
y:n loppuosa, z:ssa kddnnettyné. Nain ollen se on palindromi. Liséksi
z:n x:std ylimenevé osa on sama kuin y:n alkuosa kddnnettyné, ja siis
sama kuin x:n alkuosa kddnnettyné. Toisaalta B:ssd on x:n peréssi
toinen x:n kopio, joten z:n ylimenevéa osa on sama kuin x:n alkuosa.
Né&in myo6s kyseinen x:n alkuosa on palindromi.

(23c¢) Olkoon a ja b palindromit, jotka muodostavat C:n vapaas-
ti valitun jakson. (Voidaan olettaa, ettd kyseinen jakso muodostuu
kahdesta palindromista, koska tehtdvé on jo ratkaistu, jos se muo-
dostuu vain yhdesti.) Nyt b on joko muotoa cd tai emd, missé ¢ on
dédrellinen kirjainjono, d on ¢ takaperin, ja m on yksittdinen kirjain.
Nyt dac on palindromi, ja joko dac tai dacm on vaadittua muotoa
oleva jakso.

(24) Kirjaimet viittaavat oheiseen kuvaan. Ensin rengas siir-
retddn kohtaan A. Sitten lenkki B vedetddn takakautta oven reidn
lapi. Sitten renkaan voi siirtdd kohtaan C. Sitten lenkki B palau-
tetaan alkuperiiselle paikalleen, ja renkaan voi nyt siirtda halutulle
loppupaikalle.
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Kuva 17.2: Renkaan siirto
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Luku 18

Yliopistotason
pulmapihkinoiti

N&mi pulmapiahkinét vaativat esitietoinaan sunnilleen cum laude
-tason yliopisto-opintoja matematiikassa.

18.1 Ylinumeroituva summa

Olkoon (z;);er kokoelma ei-negatiivisia reaalilukuja, missd I on
ddreton. Madritelldan ), ; x; supremumiksi summista ), 4,
missé I’ C I on &érellinen.

Oletetaan sitten, ettd I on ylinumeroituva ja kaikki x;:t ovat
positiivisia. Osoita, ettd >.._; z; = oo.

el

iel

18.2 Derivaatta

Olkoon f: R — R jatkuva, ja x € R. Oletetaan, ettd funktion f
derivaatalla on pisteessi z raja-arvo r. Osoita, ettd f on derivoituva
pisteessi z, ja f/(x) =r.
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Luonnollisesti oletamme, ettd x:lld on ympdristo U siten, ettd f
on derivoituva joukossa U \ x.

18.3 Kunta

Merkitddn R :1la positiivisten reaalilukujen joukkoa. Konstruoi las-
kutoimitus ®: Ry x Ry — R4, jolle (R4, X, ®) on kunta. Eli reaa-
lilukujen kertolasku on kunnan yhteenlasku, ja ® on kunnan kerto-
lasku.

18.4 Suurempi funktio

Merkitédén X = {f | f: N — N}.

Olkoon f,g € X, a,b € N. Sanomme, ettd f >,; ¢, jos on
olemassa ng € N, jolle f(n) > ag(n) + b aina, kun n > ng.

Olkoon f,g € X. Sanomme, ettd f > g, jos f >, g kaikilla
a,beN.

Olkoon A C X numeroituva. Osoita, ettd on olemassa f € X,
jolle f > g kaikilla g € A.

18.5 Ekvivalenssi

Merkitééin totuusarvojen joukkoa T = {T, F'}.

Osoita, ettd (2-paikkaisen) ekvivalenssin ja negaation avulla ei
voida esittad kaikkia totuusfunktioita f: T™ — T.

Maaritellaan 3-paikkainen ekvivalenssi E: T2 — T siten, ettd
E(A, B,C) on tosi joss A:lla, B:1li ja C:114 on kaikilla sama totuusar-
vo. Osoita, ettd jokainen totuusfunktio f: T™ — T voidaan esittdd
FE'n ja negaation avulla.
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18.6 Valinta-aksiooma

Lemma 1 Yhdiste numeroituivasta kokoelmasta numeroituvia
joukkoja on numeroituva.

Todistus: Olkoon Uy, Uy, Us, . .. numeroituva kokoelma numeroi-
tuvia joukkoja. Olkoon b;: N — U; numerointi kaikilla ¢ € N. T&ll6in
yhdiste Ufio U; voidaan luetella jonona

bO(O)) b0(1)7 bl(o)a b0(2), bl(l)a bQ(O)a s
Eli ensin luetellaan ne b;(j):t, joissa i + 7 = 0, sitten ne b;(j):t,
joissa ¢ + j = 1, sitten ne, joissa ¢ + j = 2 jne.[]

Kuitenkin tiedetdéin, ettd valinta-aksioomattomassa matematii-
kassa on mahdollista, ettd yhdiste numeroituvasta kokoelmasta nu-
meroituvia joukkoja ei ole numeroituva.

Misséd kohdin ylldolevassa todistuksessa kéaytetddn valinta-
aksioomaa?

18.7 Homotopia
Konstruoi tason osajoukko A ja jatkuva funktio f: Ax I — A, jotka
toteuttavat molemmat seuraavista ehdoista:

e Kaikilla ¢ € I kuvaus fi: A — A; fi(x) = f(x,t) on homeo-
morfismi.

e Kuvaus F: AxI — AxI; F(z,t) = (f(x,t),t) ei ole homeor-
fismi.

Tassd tehtdvissd I tarkoittaa suljettua yksikkovalid.

18.8 Kuntaisomorfismi

Osoita, ettd ainoa kuntaisomorfismi f: (R,+,x) — (R,4+, ) on
identiteettkuvaus.
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18.9 Peli

Olkoon X C R, jolle X NU on epétyhja kaikilla epatyhjilld avoimilla
vileilld U. Pelaajat A ja B pelaavat seuraavaa pelid. Ensin A va-
litsee o € X ja avoimen vilin Uy, jolle xy € Uy. Sitten B valitsee
epétyhjan avoimen valin Vy C Uy.

Myo6hemmilla siirroilla 41 pelaaja A valitsee ensin ;41 € V;NX
ja avoimen vélin U; 41, jolle x;41 € U;11. Sitten B valitsee epétyhjéin
avoimen vélin V41 C Ujyq.

Adrettomén monen siirron jilkeen A voittaa, jos jono
o, T1,T2,... suppenee kohti joukon X pistettd. B voittaa muutoin.

Kummalla pelaajalla on voittostrategia, jos X on rationaaliluku-
jen joukko?

Kummalla pelaajalla on voittostrategia, jos X on irrationaalilu-
kujen joukko?

Sanomme, ettd X on véleittdin ylinumeroituva, jos X N U on
ylinumeroituva kaikilla epéatyhjilla avoimilla véleilla U.

Konstruoi X C R, joka toteuttaa kaikki seuraavat ehdot:

e X on vileittdin ylinumeroituva.

e R\ X on vileittdin ylinumeroituva.

e A:lla on voittostrategia, kun yo. pelii pelataan X:II4.
Konstruoi X C R, joka toteuttaa kaikki seuraavat ehdot:
e X on vileittdin ylinumeroituva.

e R\ X on vileittdin ylinumeroituva.

e B:lla on voittostrategia, kun yo. pelid pelataan X:lla.
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